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Antes de abordar o assunfo, convemn advertir que este artigo nio
tem prefensio alguma de apresentar novidades. Na obra classica, e
hoje um tanto esquecida, de Maurice Levy sobre a grafo-estatica, en-
contra-se o essencial da doutrina hoje aqui reeditada,

Usando antigas notas de nosso uso pessoal e atendendo a instan-
cias de diversos colegas, aos quais a questio interessa, achamos que
ndo seria de todo inutil divulgar entre os leitores do “Boletim” essa
compila¢dio que nos tem prestado bons servigos em multiplas aplicacgdes.

O gque mais recomenda ¢ metodo de Maurice lLevy é a sua per-
feita generalidade, dentro das restri¢gbes definidas no titulo. Qualquer
forma de cupola, qualquer sistema de cargas, analisam-se com rigor e
facilidade contanto que se possam exprimir como fun¢des de coorde-
nadas cartesianas ou polares. A continuidade nfio é necessaria. Uma
unica circunstancia tem até agora impedido a preferencia deste metodo
sobre outros mais vulgarisados, embora evidentemente inferiores: é a
exigencia de um minimo de destreza no manejo das difereneiais. Assim
mesmo procuramos, quanto possivel, aplainar esse pequeno obstaculo,
transformando as equacdes fundamentais de Maurice Levy em formu-
las imediatamente aplicaveis aos casos mais usuais.

Teorin Geral

As estruturas de que trataremos. 86 apresentam esforgos internos
unitormemente distribuidos. A solicitacio  interna, em qualquer ponto

o
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de uma cupola, ficard perfeitamente determinada guando tivermos cal-
culado (*) esses esforcos elementares em duas seccbes normais arbifraria-
mente escolhidas. A propria natureza do problema em aprec¢o indica
as dire¢des preferiveis: segundo os paralelos e segundo os meridianos.
Resulta da simetria das cargas, ¢ da forma, que nio ha esforcos tan-
genciais nessas diregdes, as quais, por isso mesmo, sio direcBes prin-
cipais em toda a cupola.

A fig. 1 representa a gerairiz de uma cupola referida ao eixo
de revolugio Oy e a um eixo horizontal arbitrario Oz situado acima
do fecho. Os yy positivos medem-se de cima para baixo e os zz da
origem para féra. A mesma convencdo de sinais extende-se 4s forcas
exteriores verticais e horizontais:

Sejam :

£ 2 espessura da cupola geralmente constante, porem sempre
muito pequena em relagio 4s demais dimensdes;
© 0 geu peso especifico;

€ -
o

b’_/

;

y
;

dy

(*) Aqui, implicitamente, intervem a seguinte hipotese: as a¢les perifericas sfo
despreziveis em comparagio con o3 esforgos internos, donde o estado elastico duplo,
ou piano.
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X, ¥, as cargas, respectivamente horizontal ¢ vertical, por unidade
de superficie da cupola; : .
m o esforgo normal dirigido segundo o meridiano, por unida-

de linear do paralélo.

p 0 esforgco normal dirigido segundo o paralélo, por unidade
linear do meridiano.

Quanto aos sinais de m e p, convenciona-se que o sinal “mais”
corresponde a uma compressio.

Analisemos o equilibrio de um elemento situado no ponto M de
coordenadas z, ¢, de comprimento ds, segundo a geratriz, e limitado
por um fuso de angulo diedro d9. A figura mostra-nos as forgas axiais
aplicadas nas quatro faces do elemento considerado. Os esforgos nor-
mais m diio uma resultante

d
. —gs— mz dv ds
. dy . .
fazendo um angulo ¢ — arc tang dz com o eixo horizontal.

Essa resultante decompde-se em suas componentes horizontal e
vertical, iguais respectivamente a:

dh, = — dis mz d9. ds. cosw

d dz
— ds.de ds mz ds

dy == — ?ds— mz. d9. ds. sena

_ 4 dy
= ds. de. il s

O3 esforgos normais p dio uma resuitante horizontal
dh, = p. ds. Ao
As forcas exteriores que aiiiam sobre o elemento conéiderado gio:
horizontal dX = Xz. ds. do
vertical dY = Yz. ds. dv + wex, ds. do
Escrevendo-se agora

ay + dv = o, dX + dh, + dk. = o

isto 6, as duas condi¢des de equilibrio do elemento, e cancelando-se o
fator comum ds. d9o, resultam as duas equagdes diferenciais seguintes
que 830 as de Maurice Levy
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4 4y _
ds "™ ds

—a . g
P ="4s ds

= ¥z + weg
1)
— Xz

Para maior facilidade das aplicacGes preferimos escrever essas
equacdes sob a forma abaixo, por ser mais explicita:

fo.ds+m£fa: ds + ¢
w
“ds (2)

S—s YA dz _
P = mz dy*(ds +(Y+m8)a:dy Xz

A primeira determina imediatamente m por simples integracéo.
Apresenta-se ahi uma constante € cujo valor seri obtido, em gerai,
da seguinte maneira.

Seja (@ a soma total de todas as cargas verticais aplicadas sobre
a cupola (peso proprio inclusive) do paralelo M de coordenadas ., %o,
para cima. Esse peso J, distribuido sobre uma circunferencia 2n%,
daré no ponto M um esforgo axial

e - @

Mo = Tomp, send, 27z, [dy]x = %o

chamando-se K. 0 valor particular da expressio [ Yzds + wefzds
quando se faz x — 2., a primeira das equagdes (2) nos dar4:

—— L
C=—K+ 35}

Doterminada, assim, & expressio de m achar-se-i por meio da
segunda equacdo (2) a expressio correspondente de p.

A goratriz de qualquer cupola, compde-se, por via de regra pra-
tica, unicaments de linhas rétas e de arcos de cireulo. As equacGes
supra, em coordenadas cartesianas ortogonais, aplicam-se comodamente
aos trechos retilineos, isto 6, 4s superficies conieas em geral.

Para os trechos de contorno circular serd muito mais eonveniente
o emprego de coordenadas polares.

Eis porque trataremos separadamente as duas especies usuais
de geratriz.

Geratriz Retilinea

1. Cone, verfice acima. A posicio da geratriz 04 em relacic
aos eixos coordenados 6 como se vd na fig. 2. A origem coincide com
o vertice. Chama-se @ 0 angulo da geratriz com o plano horlzonta!
Temos portanto:
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dzx dz _
Y= [+] —_— = = =
¥y ==z tang dy cotgu ay 1] @ y cotga
W _ e  gse= %% _— Ay
cost sena

ds

Estas relagdes, introduzidas nas equagdes (2), dardo as formulas
de m @ p, quer em funcio de z, quer de .

o -

& >}

'
J

Fig. 2

Damol-as das duas maneiras, que cada uma se recomenda confor-
me 0 ¢ggo a ser resolvido.
1.°) Em funcéo de z

_weg' 4+ 2 [Yzdz + C
- x sen 2a

)

p = (Y + we) ¢ cotge — Xz

2°) Em funcio de ¥

=Y 2] Yy dyt+ G
2y sen’a : (3) bis

p=ycotga (Y + we) cotge — X]

Determinacdo das constanies C, e C;

Reyportando-nos ao metodo geral exposto écima, sejam

K, =2 Yz dz para £ = %
K,= 2 [Yydy para ¥ = o

Terpmos entio:
C= — (K + oo ) + 402

C= — (K + e p3) + < sen; tanga
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I de notar-se que, quando ¢ = 45°, tem-se z = y, donde a iden-
tidade das duas formulag (3) e (3) bis, ¢ C, = C..

2. Cone, vertice abaizo. Na fig. 3 mosira-se & posieiio da geratriz
om relagdio aos eixos. O vertice O' acha-se a uma altura A abaixo do
eixo Oz.

y = h — z tang. o z = (b ~— y) cotg. a
dz _ d'z
dy cotz a ay — 0
dy _dy __ _dz
ds _ oen ¢ ds—_senu_' COS @

Introduzidas essas relagbes nas oquagdes fundamentais, obtém-se
as formulas seguintes:

1.°} Em funcegdo de z:

_ —weg — 2 [Yods + C,
m= z sen 2a (4
p = — (¥ 4+ we) z cotga — Xz
, a ,{ . o
A A
e
Pa 8
i s

Fig. 3
2.°) Em funcido de y

_weyh — ) +2[Y(h —y)dy + G
- 2(h — y) sen’a (4) bis

p = — (h— y) cotga (¥ + v&) + X}

Determinagdo das constantes C, e C,

Ponhamos:
2 f Yede — K, para z — z,

——

6
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2/ Yh —y)dy = K, para ¥ = ¥,

Procedendo-se como no caso anterior, acha-se:

=K +oeg + 2082

C, = —|K, + vey, (22 — y)l + ¢ Sen; fang @
8. Cilindro. Seja r o raio do cilindro de eixo vertical, con-
forme fig. 4.

y-

- * B BRSNS N
J
Fig. 4
_ ay __ dz __ d’z
zT=r ds_l dy-——o dy'uo

Sendo as paredes verticais, por hipotese, 6 necessario que se
tenha ¥ =— 0. Si ¢ 6 a carga vertical aplicada sobre o alto das pa-
redes por unidade linear, as equagdes (2) conduzem 2as formulas
seguintes:

m—=wey+gq
_ (5)
p=—Xr
8i o vaso cilindrico estd cheio de um liquido-de peso especifico
(®) até o nivel Oz, entdo X = dy e p = — Xy — — bdry, resuitado
conhecido.

Gleratriy eirenlar

1. — O centro do arco gerador péde achar-se em qualquer po-
sicdio relativamente aos eixos coordenados, A fig. 5 representa o arco

7
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AB, no quadrante das diregdes positivas de Oz e Oy; a e b sio,
respectivamente, a abcissa e a ordenada do centro C.

Passando, daqui por diante, a0 emprego de coordenadas polares,
elegemos para eixo de referencia a vertical passando por C e para
polo, o centro C. Seja r o raio do arco gerador. A posigio de um
ponto qualquer M de coordenadas z, ¥y, da cupola, poderi ser deter-
~ minada pelo angulo ¢, medido no sentido do movimento dos ponteiros
de um relogio, entre o raio CM e a vertical CO. Teremos entio:

z=a t+ rsen¢ dzr = r cos9 . do
y=b —rcosy dy = r sen® . d9
8 =8 + rp ds =r d9
Donde:
or ay _ de _ 1
d = cotg 9 ds-—sen? dy — 7 sen @
dz _ d de __ 1 1 — 1
dy* ~  do cotg ¢ dy ~ sen® @ rser @ r sen® @

o
I z 4 x
¥y o\
4 1 ”‘g‘ | s
' o
o
/
| LL r B
ly
Fig. 5

Leovadas essas relagdes ﬁs equagdes fundamentais (2), resultam as
geguintes, que.sdo as suas equivalentes em coordenadas - polares, no
caso da geratriz circular: :
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wge{a® —rcos9) + afYdoe+rf{Yseno.do+ C
m:

(% + sen tP) sen ¢

®

— a .
p=—m ({1l + + sen (P.\ 4+ {Y + we){a cotg® -+ r cos ¢)

— Xla + r sen @)

2. — Caso particular. Cupola esférica. Fazendo-se a — o nas
"equacdes supra, obtdm-se as formulas gerais relativas 4 esféra:

_—we yrcosy + [/ Ysenpdo+ C
m= :
~ sen’9 ("
p=—m+ (¥ +we)rcos¢9— Xrseno

Determinacdo da constante C

Seja @ o total das oargas verticais aplicadas sobre a cupola
esférica, acima do paralelo inicial M, determinado por ¢ —= @,

Seja K o valor particular da expressio [ ¥ sen9 d9, para ¢ = ¢,

Ent#o teremos m, = 231'_23%
0

valor que, substituido a m na primeira equacdo (7) da

C= 21?1' ~+ 7 {we cos ¢, — K) _ @)

Sendo muito frequentes as cupolas esféricas, estudaremos alguns
c¢asos de cargas, entre o8 mais usuais.

a) Peso proprio s6. Fazendose Y == X == 0, teremos para
9, = 0, isto &, no fecho da cupola:

Q=0 K=0 Donde C = oey

E, pela primeira de (7)

m — wner(l —cos 9
sen’ ¢

expressio aparentemente indeterminada para ¢ — 0. Aplicando-se-
lhe, porem, a regra de L’Hoapital, ou pondo-se em vez de sen*¢ 0 seu

equivalente 1 — cos’9 = (1 — cos¢) (1 + cos9) e eliminando-se o
tactor comum (1 — cos 9), acha-se:

9
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weErr
m = —
1 —cos9
_( . ) WE 7
v = {(cos g sen’ ¢ 1'——‘——+ oS ®
Para. 9 = 0, isto 6, no fecho
Mo — 2 —’po

Para ¢ = —2’5- isto 6, a 90°

m == wey p = — ey
Vé-se que m 6 sempre positivo, porem p» muda de signal,
p =10 para cos ¢ = gen’p, o que di (9)°= 51°50’

S#o resultados conhecidos. Damo-los para mostrar a facilidade
com que o8 fornece a teoria geral.

b) Carga vertical uniformemente distribuida sob-rea superfww da
cupola,

Seja Y = ¢. Obtém-se formulas analogas 4s anteriores, bastando
escrever g em vez de we, Teremos, entdo, abstraqﬁo feita do peso
propr;o

- ar
m = 1+ cosy
= (cos ¢ — gen’q) 97
p 1 + coso

Daqui por diante daremos as formulas, deixando ao leitor o en-
eargo deé verifical-as. Cumpre advertir que cada caso 6 considerado
-inoladamente, abstracio feita de qualquer carga permanente, inclusive
0 peso proprio. :

¢) Carga vertical umformemente dwtmbmda sobre o plano hori-
zontal.
=g cosCP X =0

gr
™=
Fel =ﬂcos2?
2
gr

m & constante, Para ¢ = 0 p = m = %

A~
-

Para (9)° = 90°

SIS
I
l
to|

Para (¢p)° = 45°

1
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d) Liguido de peso especifico d, elevando-se d altura h sobre o fecho.

or — 9.1 4+ cos9 + cos’ q’]
—-T | 8(A 2
m 6 {  + ) d 1+ cos¢

by . 4+costp—2cos"?l
p= [3(h r) + 2r T T 505 0
Para ¢ = 0 1rn2;p:v=-§)—;i

Para (9)° = 90°
, by
m = F(?: A+ 7

b
p=—65(3h+5r)

8. — Cupolas esféricas perfuradas no fecho.

Seja d o diametro da perfuracfio circular (fig. 6) e 2 @ o angulo
ao centro correspondente. Vamos dar as formulas para os casos de
carga a), b), ¢), d} do paragrafo anterior.

o
A
.,
od—*1-ol
M,
o
p C
Vy
Fig. 6
a) Peso proprio 86
cosa — o8 Q
"m —wEP
sen® @
P = DETF Qosq’(l +sen ?) — COST — _ m + Orcose

sen’ @

b) Carga vertical ¥ = g
CO8 & — COS @

m = gr
g sen’ @

, 008 o (1 -+ gen® ¢) — cos o
sen’ @

1
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¢) Carga vertical ¥ = g cos @

__gresen’ ¢ —sen’a
m =5 z
2 gen’ @
__grsen’ 9 cos 2 9 + gen’ @
P 2 sen’ @ ‘

d) Liquido de peso especifico ® até a altura h acima do fecho.

_dr 3(& + 7) (sen’ 9 — sen’ @) — 27 (cos’a — cos’p)
6 gen’o

p=—m+drh + 3 (1 — cos 9)

o) Carga vertical sobre o perimetro da perfuracdo.

Seja P o peso total da estrutura que se apoia sobre o paralelo

A B(fig.7) A carga vertical p. m. L. de periferia serf :fid que se decompo-

ri em cada elemento da circunfsrencia AB segundo a tangente 4
geratriz o segando a horizontal. Sejam » e ¢, respectivamente, essas
componentes, por unidade linear:

L P __ 2 Pr
= dsena nd
_ _Potge _ _ PV4iy —
7= ad xd
T ¥z

L
Tid,
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Os esforcos horizontais ¢ serio equilibrados pela resistencia de
um anel colocado na circunferencia de perfuracio. O esforco de com-
pressio nesse anel serd: .

PV 4 — &

o9x d

_ 1 _
= + 3 gd =
Essa compressido ¢ ficard assim localisada no paralelo A B, sem
outra acfio sobre o resto da cupola.
A tensdo tangencial » extender-se-A, porem, 4 superficie subja-
cente segundo as equagdes (7), dando os esforgos m e p seguintes.

m-—-__g____

~ 9nr sen’ ¢

o P
p=—m= 9%y sen’ @

4 — Cupolas esfericas invertidas.

Sdo usadas frequentemente como fundo de reservatorios eleva-
dos, conforme a fig. 8 (a). Obhservando-se a fig. 8 (), verifica-se que
é bastante invertel-a para se ter a cupola na mesma posi¢io, relati-
vamente aos eixos, que serviu 4 deducfo das formulas anteriores.
Assim, essas mesmas formulas se aplicam ao caso em apreco com
uma unica alteracio: o sentido positivo das cargas verticais 6, agora,
de baixo para cima. Em outras palavras, os pesos sio negativos.

Os casos de cargas mais importantes sic os dois seguintes:

a) Peso proprio 36

m— — _ WET

T 1+ cosQ
_ — ean®o) &7
p = (cos ¢ sen¢)1+cosq,

b) Conteido liquido. Seja % a altura a que se eleva o liquido
de peso especifico ® acima do centro C.
b

m = —65(2r+3k+

p=—m —0r(h + r cos9)

27 co8’ ¢
1+ cos¢

Base das cupolas

O paralelo pelo qual uma cupola se apoia ou se suspende, 4 es-
trutura que a suporta, chama-se base.

Sejam m, e ¥. 0 esforco axial segundo o meridiano e o anguio
da geratriz com o ptano horizontal, na base da cupola. Seja z. o raio
do naralelo-base.

Decompondo-se m. em suas componentes, horizontal ¢ e vertical

2 temos:
: g = M. CO8Q, ? = Mo 260 Po

13
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Os esforgos horizontais g serfio absorvidos por um anel colocado
em coincidencia com 0 paralelo-base, sem influencia sobre o suporte.

O esforce de tragfio (signal ‘“‘menos”) sobre o anel sers, no caso
de uma cupola apoiada:

F=— gz, = — m, 2, cos 9,

St a cupola for suspensa, como por exemplo na fig. 8 (a) esse
mesmo esforco serd de compressdo. (signal “mais”).

—

2L

4
&)

> 7]

Fig. 8

O suyporte receberd uma carga veriical ¥V uniformemente distri-
buida sobre a base:

V = 2ng,» — 2nz, m, seny9, .
Si a cupola for esférica, serd z, — r sen ¢, portanto
V=2nrm,sen’ 9

Como verificagio, é claro que V deve ser igual ao total das car-
gas verticais aplicadas sobre a cupola.

14
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Esforgos unitarios

Em cada ponto de cupola os esforcos unitarios principais serfo:

m
Gy — ——
™ E

) vy
G _ 4
’ £

D'onde o trabalho elastico de comparaciio, para verificar-se o
limite admissivel, deveri calcular-se pelas formulas:

c
R = o — %
n
a.
Ru= op — —
n

sendo n o coeficiente de Poisson.

O resultado mais deformavel serd o prevalecente. Compresnde-se
que as formulas supra de B: e R, 86 aplicaveis a materiais homo-
goneos, perdem todo 0 sentido quando se trata de cupolas de cimento
armado. Neste caso, a verificagio isolada dos om e O, maximos serd
suficiente.

Espessura variavel

Em todos os desenvolvimentos anteriores das formulas fundamen-
tais, considéramos constante a espessura E.

Si, entretanto, a espessura for variavel, haverdi, em rigor, que
deduzir outras formulas para o calculo dos m e p devidos ao peso
proprio.

Para isso, basiard escrever € em funcio das coordenadas, pas-
sal-o para dentro do sinal de integracio nas equagdes (2) e desen-
volvel-as consequentemente. Mas, si a variagio for de pouca importancia,
como se d4 em geral, esse trabalho péderd ser dispensado, introduzin~
do-se nas formulas um valor médio de € para calcular m e p. No cal-
culo subsequente dos Om e Oy serdo considerados os valores efetivos
da espessura.

Este artigo foi publicado pela primeira ves em o0 numero 914 — junho
de 1933 — do Beletim da Instituto de Engenharia de 8. Paulo, completamente
esgotado, e reeditado na Revista do Gremio Politdenico, numero 128 de 1938,
tambem esgotado. O Boletim da R, A. E, julgou util reimprimil-d novamenie
para atender & procura que contintia lendo enire 08 engenieiros € porgque ser-
vird de referencia a um esiude a ser publicado em um dos proximos numeros.
{N. da R).




