AUTODEPURAGAQ DAS AGUAS

ESTUDO DE UM MODELO
DE AUTODEPURACAO DAS AGUAS
DOS RIOS EM CONDICOES
AEROBICAS E ANAEROBICAS

tste trabalho tem por objetivos:

Eng® WALTER DEL PICCHIA"

(1] Estudar detalhadamente o comportamento das equacdes gue descrevem a autodepuragido das aguas
dos rios em condicoes aergbicas (modelo de Streeter-Phelps-Camp); este estudo serd feito também
para situagbes limites dos pardmetros das equactes, situacdes estas ndo previstas normalmente, e
nas quais as equacoes usuais para a DBO, OD e tempo critico ndo sac aplicaveis.

(2) Descrever um modelo para a autodepuracac das aguas dos rios em condigbes anaerdbicas, e estudar

detalhadamente as equagoes correspondentes.

PARTE 1 — MODELO PARA CONDICOES
AEROBICAS E CASOS
LIMITES

Um modelo matematico correntemente
utilizado para calculo das concentracdes de
DBO ({demanda bioquimica de oxigénio) e
OD (oxigénio dissolvido) nos cursos de agua
superticiais, em condicfes permanentes e
para concentragdes_ de OD positivas, é o
proposta por Streeter ¢ Phelps [1] [2] e
aperfeicoado por Gamp [3]. Embora essas
equacies descrevam de um modo apenas
aproximado os complexos fendmenos bio-
iégicos, fisicos e quimicos que ocorrem
nos rios [4], elas sao normalmente utili-
zadas para prever as concentracdes de
DBO e OD sob diversas condicées de lan-
camento de cargas poluidoras. Para sua
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plantadas pelo autor ra CETESB, no sistema para
computador digital MAPS - Modelo de Analise da Po-
fuigde  por Simulacdo, o gual compreende ainda  pro-
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vatdrios.
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aplicagio adota-se um trecho com caracte-
risticas uniformes; os langamentos punti-
formes s&o feitos no inicio do trecho e os
lancamentos distribuidos ao longo do
mesmao.
As seguintes hipoteses sao admitidas
(31:
a) A velocidade de desoxigenacdo é
proporcional & quantidade de
DBO remanescente
b} A velocidade de reoxigenacio at-
mosférica € proporcional ao defi-
cit de oxigénio em relagdo & con-
centracdo de saturacao (Cs)
¢} A velocidade de sedimentacéo da
DBO é proporcional & quantidade
de DBO remanescente
d) As velocidades de acréscimo de
DBO e oxigénio, devido a0 escoa-
mento superficial, depositos ben-
ténicos, fotossintese e respiragao
de plantas é constante ao longo
do trecho considerado
e} A vazdo, a temperatura, as cargas
e 0s coeficientes para cada tre-
cho sao constantes no tempo
f) Ha “mistura completa”, as con-
centracbes de DBO e oxigénio
sendo assumidas uniformes numa

REVISTA DAE



seccio transversal
g) O sistema é unidimensional

Representaremas o “deficit maximo de
oxigénio” (concentragido de OD nula) por
Dm, 0 qual em valor, é igual a C., concen-
tracao de saturacdo de oxigénio.

Nestas condicdes, e sendo D, < D 0
deficit inicial, o modelo mencionado con-
siste nas equacoes:

dL
—— = — (Ki+Ks) L+ P, com L(0O)
dt = L=0
dD
— = — K:D+KiL — A, com D(0)
dt =D, >0 =00u <0
P=Pi+P, =20
A=F —-B - R>0 =0o0u<0
onde [5]:
L — Demanda bioquimica de oxigénio,
primeiro estagio, em mg/|
L« — Valor de L no instante inicial
D — Deficit de oxigénio dissolvido, em
relacie a C,, em mg/lI (D = C.
— 0D)
D+« — Valor de D no instante inicial
K: — Coeficiente de desoxigenagio, em
dia !
K. — Coeficiente de reoxigenagio atmos-
férica, em dia !
Ki — Coeficiente de sedimentacdo, em
dia !
P — Coeficiente de acréscimo de DBO ao
fonge do trecho, em mg/l/dia
A — Coeficiente de acréscimo de oxigé-
nio ao longo do trecho, em mg/l/
dia
P, — Coeficiente de acréscimo de DBO ao
longo do trecho devido escoamento
superficial, em mg/l/dia
P, — Coeficiente de acréscimo de DBO ao
longo do trecho devido depésitos
bentdnicos, em mg/i/dia
F — Coeficiente de producao de oxigénio
devido fotossintese, em mg/l/dia
B — Coeficiente de reducdo de oxigénio
devido depdsitos bentdnicos, em
mg/l/dia
R — Coeficiente de reducio de oxigénio
devido a respiracio de plantas, em
mg/l/dia

* — Um modo conveniente de resolver equacées diferehciais
do tipo acima & por meio da Transformag¢ao de laplace [6].
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1.1 — Caso geral {(K: > 0, K; + Kz > 0,
Kz = Ki + Ka)

A resolucio das equagdes vistas for-
nece”:

p (KoAK p
L= (Ly— ye arfadt,
Ki+Ks Ki+Ks
K, p
D=— — [(Le— ).
Ko — (Ki+Kai) Ki+Ks
- [K,+K — K.t
o (K;+K3) t_ S
1 KP K _
+— ~A) (1—e ) +Dge” !
Ks  Ki+Ksy

Para calcular o tempo critico (t..), tem-
po no qual D é extremante (maximo ou mi-
nimo), devemos derivar D, igualar a zero e
resolver em t. Derivando D obtemos

dD _ _
D' — — ae {K1+K3]t—|—ﬁe Kat
dt
com
K,
&= ———— [P — L, (Ki+K3)]
K:— [Ki+K3)
KiKs P
B flo — ) -+
K:—[K|+K:L] K1+K3
K.P
4+ ( — A) — KuD,
Ki+Ka
Resolvendo D' = 0 em t obtemos:
o e_{K1+K3] tcr —|—,8 e_K'Ztcr — 0
GKe — (KibK) Tt P
o
Portanto:
1 s
ter = ———————— 1, (— )
Ke— (Ki+Ka) o

ou, substituindo:
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1 Ks
te = . [ +
Ka— (Ki+ Ky) Ki+Ks
Ko — (Ki+Ka P A4-K.Da
+( ) ( — )]
[K1+K:;] L.—P Ki+Ks K,

Observando a farmula acima, vemos
que t. pode ser positivo, negativo ou nulo
e, conforme os sinais de @ e #, pode nio
existir. Adiante estudaremos os tipos de
curvas cobtidas dependendo dos valores de
o e #. 0 valor de D no tempo critico (D..),
pode resultar positivo, negativo ou nulo.

1.2 — Caso limite em que K> > 0 e K, +K;4
= 0 (substéncia nao biodegradavel
e ndc sedimentavel).

As equacdes se reduzem a:

dL
dt
dD
— = —-K.D—A
dt
Sua resolucéio fornece:
L = L+ Pt
A _ A
D= (D +—1 e Rt _
Ka K.
Derivando D obtemos:
D= — (A+KD,) e K
Como B’ é uma exponencial, D' = 0

nao tem solucdo finita, ndo se definindo t.,
nesse caso.

1.3 — Caso limite em aque K. = D e
Ki + Ks > 0 (reoxigenagio atmos-
férica nula, por exemplo quando
existe uma pelicula de déleo sobre a
superficie das aguas).

As equacdes se reduzem a:

dL

_— [K1+K:;] L+P
dt

dD

— =KL - A

dt

Sua resolucio fornece:

P

L = (L ~ e e_(KI+K:1)t +
K-+ K.
P
+
Ki+ Kz
Ki P
b=0+4+ ———I(L, — ———).
Ki+K: Ky + Ky
_ _ K.P
K'I_I_K.'L
Derivando D obtemos:
(K(+Ki)t
D= xe (KitKa) + 8
P
com: 1= Ki(L, — ———)
Ki+K;
KiP
B — e A
Ki+Ks
De D' = 0, resolvendo em t obtemos:
1 b
fr = In (_ '—)

Ki+K; 8
ou, substituindo:
1 K [P~ [Ki+Ks) L]

t(-r — In
Ki-+Ks;

KiP~(Ki+K;s) A

Observando a expressio acima, vemos
que t., pode ser positivo, negativo ou nulo &,
conforme os sinais de ¥ e 4§, pode ndo
existir. O valor de D.. (D critico) pode re-
sultar positivo, negativo ou nulo. Adiante
estudaremos os tipos de curvas obtidas em
decorréncia dos valores de ¥ e &,

1.4 — Caso limite em que Ky = 0 e
Ki+ Kz = 0 {substidncia ndo biode-
gradavel nem sedimentdvel e reoxi-
genacédo atmosférica nula).

As equactes se reduzem a:

dL

dt

= P
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dD

dt

- — A

Sua resolugao fornece:
L =1L + Pt
D =D, — At

Neste caso (caso degenerado), D' =
— A e ndo existe tempo critico.

1.5 — Casoemque K: > 0,K; + Ks > 0e
Ko = Ki 4+ Ks

As equacdes se reduzem a:

dL
dt
dD
— = — KD 4 KiL — A
dt

Sua resolugéo fornece:

P “K P
L— (- —)e 'y
Ks K.
P I
D = Ky (L, — Jte @ 4 —
Ka Kz
K:P —Kyt - Kyt
( - A] (1 — & '{" DD e
Ka

Derivando D obtemos:
~K,t
D= (6+¢the *

com: & = Kil, A K:D,

¢ = Ky (P — LiKa)
De I’ = 0, resolvendo em t obtemos:

6

¢

tee =

ou, substituindo:

KiLo—A-KaD,
b = ——

KI[K2L0_P]
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Observando a férmula acima, vemos
que t.. pode ser positiva, negativo ou nulo. e
para ¢ — 0 ndo existira. Adiante veremos
os tipos de curvas oblidas dependendo dos
valores de 8 e ¢. O valor de D.. (D critico),
pode resultar positivo, negativo ou nulo.

Em todos os casos vistos na Parte 1, as
equacbes sao validas enquanto D < Dy
Se D for crescente e atingir o valor Du,
chamaremos de t.. (tempo de cruzamento)
o instante em que isto ocorrer.
Det = 0 até t = t., teremos condicao ae-
rébica e as equacbes vistas sdo validas;
ap6s t =t., as condigdes serdo anaerdbicas
e cairemos em um dos casos descritos na
Parte 3.

PARTE 2 — ESTUDO DAS EQUACOES
PARA CONDIGOES AEROBI-
CAS (Do < Du)

2.1 — Caso geral (K2 > 0, K; + Ky > 0,
Ko = K1 + Ka)

Neste caso se aplicam as seguintes
equagoes:

P ~ (KKt
L= (L —— ) e [1"]+
K, +K,
p
+
K, + Ky
K, P
D= ——u (Ly — —)
K:— (K1 +Ks) K, +Ky
~ (K, +K\t -K,t
.[e [ 1 3] — e 2 ] +
i KiP K,
b— A —e s
K':’! KI+K.‘{ AK t
+ D, e °
-{K,+Kt -K,t
D':ae{1+']+ﬂe‘
K]
a = [P — Lo (X+Ky)]
Ky (K +Ky)
K, Ky P
g = ———— Ly — —) +
Ky (K +Ky) Ki+Kyq
K;P
+ (————— — A) — Kb
Ki+Ky
1 5}
te = 'n [_ )
Ky [Ki+Ky) ]
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D" = — a (Ki+Ks) e " (Ki+-Ko)t — Kot
—BKs e °
Na fig. 1 vemos a representacao de L.
d’D
Observacao: Utilizaremos D7 = ——,
di®
P
Ki* Kz
L P_.L
° Ki+Kz O
P=0
[ _—
figura 1 t

acima calculado, para determinar se o0s
pontos extremantes de D sdo méaximos ou
minimos.

Teremos quatro subdivisdes, segundo
os valores de z e 8 sejam diferentes ou
iguais a zero:

2 1.1 — SubdivisGiocoma = 0e & =0

Nesse caso, temos: D' = 0, e portan-
to D =D.,.

t.. ndo & definido .

D e D’ estdo representados na figura 2,
para D, > 0 .

Dy
DO
t
.
D4
t
. el

figura 2

2.1.2 — Subdivisdocom 2 = 0 e s #* 0
Nesse caso, temos:

D = 8¢ Kt e
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1 K.P
D = (
K, Ky +Ky

-K,t
— A) (1—eK21+

Kyt
+ Do e .

t.. ndo & definido

Como D' é uma exponencial, D’ sera
sempre positivo ou sempre negativo e, por-
tanto, D sera sempre crescente ou sempre
decrescente.

D e D' estdo representados na figura 3,
para D, > 0

D D

v

ay p>o B) B <o
tigura 3

Estas equacfes s#o validas até t.
{tempo de cruzamento), onde D = Dn
Se Y > Dm ; Du

1 K,P
com Y = (
K. K, +K;

_A]l

entdo t.. é dado por

1 Y — D,
tz: = In 2 0
K2 Y — Dm

2.1.3 — Subdiviso com « = 0 e 8 =

Nesse caso, temos:

DI — me_[Kl“"K:;]t e
K, P
D = ( - L) (0 -
Ky~ (K +Ky) Ki+K,y
= (K 1K)
- & ] + Da

t. nao é definido .
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D e D’ estdo representados na figura 4,
para D, > 0.

B‘ D“

TN
\

-

.

|
1
cx:
a) = >0 b) & & ©
figura 4

Estas equagdes sdo validas até o tempo
de cruzamento t.., onde

D = Dm
Se 7Z + Dn > Dm 2 Do

K, P

com Z = — L),

Ka— (K +Kj3) Ky +K,y

entdo t.. é dado por
1 P

tz = i 2 0
K] +K3 Z+D<)7Dm

2.1.4 — SubdivisGiocoma #0e 8 #*=0

Nesse caso temos as expressdes vis-
tas em 2.1. Conforme os sinais de « e 8,
vem:

21,41 —a e B com mesmos sinais
(e .8>0)
Como
D = « e#[K‘-l'K’*]t + B e_KBt. para t =0,

é so positivo ou s6 negativo, entdo D sera
s0 crescente ou s6 decrescente.

t.. ndo é definido -

D e D' estao representados na figura 5,
para D, > 0.

Neste caso t.., se existir, deve ser cal-
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culado iterativamente .

2.1.4.2 — o e B com sinais contrarios
(. 8<0)

Como « e 8 tém sinais contrérios, entéo
D' = ae (KitKst + 8 eiKQtsempre apre-
sentard um tempo critico t = t. no qual
D=0, queé

o o

1

[;M74 Do\
\

o

act B

o /

a) % +18 >o by & +B < ©
figura 5
1 g
tr = ——— In (— ]
K= (K; +Ky) o
B

Como vemos, — > 0, e tr podera
&

ser > 0, = 0ou<0.

Introduzindo o valor de t.. em

" (KK} t -K,t
D" = — a (Ki+Ki) e (KiKs) —BK:e %,
obtemos o valor de D" no ponto te:

D" (t.) = & { Ko (Ki+Ks) }.

; Kit+Ky
I i ] Ky~ (K +Kg)
.4
Estudando D" (t..} concluimos:

a

Como a = 0, Ko~ (K;tKs) = 0, — >0
o

KitKsy
e ————— 5= 0, nio infinito, entio
Ka=(K1*Ks) -

D" (t.) = 0; ou seja, dependendo dos si-
nais de a, # e de Ky, Ks, Ks, teremos:

se D" (to) > 0, D apresenta um minimo
emt = t.;
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se D" (t.) < 0, D apresenta um maximo
emt = t..

D, D', D" {t.) estdao representados na
figura 6, parat. > 0 e D, > 0.
4] o

‘
a) = +p3 »o0

figura 6

Neste caso t.., se existir, deve ser cal-
culado iterativamente.

B) X+ P < ©

2.2 — CasoemaqueK: >0 e KytKy = 0

As equacdes sao:

2.2.2 — Subdivisao com A + K:D,+#0

Nesse caso, como D' é uma exponen-
cial, D’ sera sempre positivo ou sempre ne-
gativo, e portanto D serd sempre crescente
ou sempre decrescente.

As curvas respectivas sao vistas na fi-
gura 8, para D, > 0.

'{AaKE D:)J

A+ Kz b1

a) A+HKb, <0
figura 8

As equacbes sa@o validas até t., onde
D = Dm

bY A+K,D, >0

L =L + Pt
A _Kt A
D_[Do+ ]e 2_
K, Kq
-K,t
D= — (A +KDJde °?

ter Ndo é definido.

Na figura 7 vemos a representagéo de L.

Conforme o valor de A + K:D, seja di-
ferente ou igual a zero, teremos duas sub-
divisbes:

2.2.1 — Subdivisdo com A 4 KD, = 0

Temos: D' = 0 .8 D = D,.
L
Pxo
LO P- o
t
L
figura 7
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A
SB [_ ] > Dm 2 Dn, entéO t;-z é
K2
dado por
A
[‘* ] - Do
1 Ka
tez = I" 2 0
Ke A
[— ) — Dn
Kz

2.3 — Caso em

que Ka =0 e KitKs > 0

As equacOes sio:

P p
-{K,+K,}t
— [Lo _ ] e ( 1 3] + -
K1+K3 KI+K3
LK P
D =D, + (La — )
K1+K3 K1+K3
K,P
-(K, TK,t 1
- T+ — At
Ki+Ka
I AL LI
P
¥ = Kl (Ln - }
Ki+Kq
K,P
& = [ — A)
Ky +K,
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1 ¥

t\‘r - I" [7 ]
o K ’ - (Ki—K3)t
D" = Ki [P — (Ki+Kg) L] e (0K
L‘ p
L
mKI" K3> o
P
L =L
0 zlo
KI"‘K:_5
P=o -1_
figura 9

Na figura 9 vemos a representacéo
de L.

Conforme os valores de ¥ e § sejam di-
ferentes ou iguais a zero, teremos quatro
subdivisbes:

2.3.1 — Subdivisiocom ¥=0ed =0
Nesse caso:

D'=0

D =D,

t.r ndo é definido.

2.3.2 — SubdivisdBocom f=0ed =0

Nesse caso:
D' =3
K,P
KI+K.‘{

Como D' é sempre + 0, t.. ndo & defi-
nido .

As curvas respectivas s@o vistas na figura
10, para D, > 0.

Estas equacbes sao validas até t.
(Onde D = Dm ] .

Se § > 0, entao:
DIII_DU
te = ; 0]
3
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O
o] 2

-

a)y § >0 b
figura 10

2.3.3 — Subdivisdocom ¥+0 ed =10

Nesse caso:
(K, +K, )t
D= e ' °
K, P
D = Dn + [Ln - )'
Ky +Ky KK,
(1 — e N

Como D' & uma exponencial, D’ sera
sempre positivo ou sempre negativo, e por-
tanto D sera sempre crescente ou sempre
decrescente,

t.. ndo é definido.

As curvas respectivas sdo vistas na fi-
gura 11, para D, > 0.
Df Dl

9%7/7' un\

el

a) ¥ o )
figura 11
Estas equagbes sao validas até t..
(onde D = Du).

¥Lo

.1
Se + D, > D = D,, entdo
Kl ' K:% 3
1 Ki+Ky
t(z b Ill ; 0
Ky Ky
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2'3.4 — SubdivisGBocom ¥ < (0 e 5+# 0

Nesse caso temos as expressoes vis-
tas em 2.3.

Conforme 0s sinais de ¥e d, vem:

2.3.4.1 — ¥ e & com mesmos sinais
(8 .462>0)
Como D' = ¥ e—[K‘+K“]t+ 3, parat =0,

é 80 > 0 ou s6 < 0, entdo D serd soé
crescente ou s6 decrescente.

t.. nao é definido .

D e D' estdo representados na figura
12, paraD, > 0

o incl. § o

74 .

fez - \
incl g

.

D'l [}
1+l N
1 t
pé/—-
a) ¥+5>0 b) ¥ + 8 40
figura 12

Neste caso t.., se existir, deve ser cal-
culado iterativamente

2.3.4.2 — ¥ e ¥ com sinais contrarios
(5.

5 < 0)
Como ¥ e dtem sinais contrarios, entéo
. —[K,+K, )t ,
D= g¢ K ) + % sempre apresentara

um tempo critico t = t. no gqual D’ = 0,
que é:
1

.
In {_ _‘-)
Kt Ky 8

3
Como vemos, — —— > 0, e t.. podera
8

ser
>0, =0o0u<D

Introduzindo o valor de t.. em

60

D" = K [P - (K1+K:s) Ln-_l e _(K1+K:‘]t

obtemos o valor de B’ no ponto t.:
Drr [tcr] = (KI‘K-'S] i =

Concluimos:

K P-(K K )A

Como K,tKy > 0 e 8 # 0, entao
D" (t.) = 0, €:

se D" {t.;) = 3 > 0, D apresenta um minimo
emt = to;

se D" (t..) = 5 <0, D apresenta um maximo
emt = t..

D,D" e D" (t..) estdo representados na
figura 13, para t. = 0e D, = 0.
s}

© ' incl. §

,\\(

[P RO

ay ¥y +8 >0
figura 13

b YT+8 <0

Neste caso t.., se existir, deve ser cal-
culado iterativamente.

2.4 — Casoemque K. = 0 e K 'Ky =0
As equacgdes sao:

L=1L + Pt

D =D, —At

D= — A

t.r ndo é definido.

Na figura 14 vemos a representacao
de L.

Conforme o valor de A seja nulo ou di-
ferente de zero, teremos duas subdivisdes:
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L‘ P >0
Lo Pz0
?
-

figura 14

2.4.1 — SubdivisfBiocom A =0

Nesse caso:
D’=10
D =D,

2.4.2 — Subdivisdo com A #= 0
D =D, — At
D= — A

As curvas respectivas estdo represen-
tadas na figura 15, para D, > 0 .
*] D

Dy -~ D,
y
Ly '

A ) o'y

.

ay A<o b)
figura 15

Estas equacdes sdo véalidas até t..
(onde D = Du).

A>0

Se (—A) > 0, entdo

Dn~D,

t. =
(—A)

2.5 — Caso em que Ky > 0, K;*Ky > g e
Ky = K +K,

As equacdes sio:

REVISTA DAE
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Ky Ky
K,P
_Kot *Kt
— A1 —e *)+D,e °
Ka “Ky t
DP’=(0+stle ~

6 = Ky, — A K:D,
= KilP - LK)
g
tp = — ——
@
— .)t
D" = [6 (1 ~ Kot) - Kb &
K8

— )

D" te) =0 e ¢

Na figura 16 vemos a representagio
de L.

ol | P oale
Kz
P
Lo LY
K2
P=0 -
figura 16

Conforme os valores de # e ¢ sejam di-
ferentes ou iguais a zero, teremos quatro
subdivisfes:

2.5.1 — SubdivisgGocoméd =0 e ¢ =0

Neste caso:
D' =0
D = D,

ter nao é definido.

2.5.2 — Subdivisafo com # = 0 e ¢ * 0
Nesse caso:
. -k, t
DD = ¢te ~
P K
,K‘t 1
D =K (L — Jte ° + .
K2 K2
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P

{ L — e'_Kth-Jr D,

K,

tcr:0

" 7 -K,t |
D) =¢ (1 —Kie ~

Introduzindo o valor. de t. em D",
obtemos

D"(t) = ¢ =Ki(P — LK)

Concluimos:

Como ¢ + 0, entdo D" (t..) = 0, e:
se D" (t..) = ¢ > 0, apresenta um minimo

emt = 0;

se D" (t.) =¢ <0, apresenta um maximo
emt = 0.

D, D' e D"(t..) estdo representados na
figura 17, para D, > 0.

[}
\":74 Dol
: 4
Dn‘“ : i :u\ 1
K tor ] \__ ]
o o’
t 1
e
- o
».
ay # >0 ; g f<co
figura 17

Neste caso t.., se existir, deve ser cal-
culado iterativamente.

2 5.3 — SubdivisGBocom ¢ =0 e ¢ = 0

Nesse caso
-K,t
D'=#¢e K
1 Kt
D= —— (KL —-—A(1 —e ")+
K. Kt
+D.e *

Como D' é uma exponencial, D' sera
sempre pOSttiVO ou sempre negativo, e por-
tanto D serd sempre crescente ou sempre
decrescente.

62

te ndo € definido.

As curvas respectwas sao \nstas na fi-
gura 18, para D.. > 0 -

Estas equacdes sdo validas ate tez
(Onde D= Dm]

£

U.
o

a) e>o0 by @ <o
figura 18
9 . .
Se —— + D, » Dn = D,, entéo
K,
8
1 Ky
t(z = Iu 2 0
K, 8
+ Dil_Dl'[l
KZ

9 5.4 — Subdivisago com 0 =0 e ¢ =0

Nesse caso temos as expressoes vis-
tas em 2.5.

Conforme os sinais de # e ¢, vem:

2541 —#>0 e ¢>0

&
Portanto: tox = — —— <0
K6 4
(——)
D" (te) = ¢ € >0

Portanto temos um minimo de D no
ponto t = to < 0

As curvas respectivas sao vistas na figura
19, para D, > 0.
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figura 19
2542 —60<0De ¢<0

0
Portanto: t.,. = — —— < 0
@
K.8
{ —;;*]
D'(t:)= % e <0
Portanto temos um méaximo de D no
pontot = t, < 0.

As curvas respectivas sdo vistas na fi-
gura 20, para D, > 0 .

2543 —6>0 e ¢<0

#
Portanto: tp = — —— > 0
[
Kyf
( - )
D"{te)= ¢ & <0

Portanto temos um maximo de D no
pontot = t. > 0.

As curvas respectivas sdo vistas na fi-
gura 21, para D, > 0.

2544 —8<0 e >0
g
Portanto: t. = — —— >0
@
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figura 20
o )
Om /A

SN

tez

Y-

1

!

/ Dol |
! 1

1

1

Tter

o |

|
|
N
i

Y-

</

o)

LR

figura 21

Ky
)

)
>0

(
D" [tcr]: $ e

Portanto temos um minimo de D no
pontot = t., > 0.

As curvas respectivas sdo vistas na fi-
gura 22, para D, > 0.
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figura 22

Em todos os casos do item 2.5.4, t.,
se existir, deve 'ser calculado iterativa-
mente.

PARTE 3 — MODELO PARA CONDICOES
ANAEROBICAS E CASOS LIMITES.

Em condicbes de falta de oxigénio as
equacdes apresentadas na Parte 1 nao séo
vélidas, pois elas admitem que existe oxi-
génio dissolvido, ¢ qual é consumido pelas
bactérias na velocidade K,L (mg/!/dia). Por
“falta de oxigénio” entendemos que a con-
centracdo de oxigénio dissalvido & nula (de-
ficit de oxigénio = deficit maximo} ou que
existem substéncias redutoras na dgua (de-
manda imediata de oxigénio}, caso em que
o deficit de oxigénio sera assumido como
superior ao deficit méximo.

Para estabelecer as equacfes para o
caso de falta de oxigénio, as seguintes hi-
poteses foram admitidas:

a]l Em condicées de auséncia de oxi-
génic, se o deficit for igual ao de-
ficit maximo e houver introducao
de oxigénio na massa liquida em
velocidade menor gue ¥oL, o oxi-
génio que entra na massa liquida é
consumido aerobicamente na redu-
cio da DBO na mesma velocidade
em que ele (oxigénio) € introduzi-
do. Uma hipétese alternativa, a de
que seria necessdria uma concen-
tracio de oxigénio minima na agua
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para que as bactérias aerdbicas
atuassem, nio modificaria sensi-
velmente os resultados, pois essa
concentrac@o minima necessaria
seria peguena.

b} Em condicdes de auséncia de oxi-
génio, se o deticit for maior-que o
deficit maximo [(pois existe con-
centracao de redutores na agua), o
oxigénio que entra na massa ligui-
da é todo consumido por esses re-
dutores, na mesma velocidade em
que ele & introduzido, até gque a
concentracao de redutores se torne
nula.

¢) Os efeitos da transformacaoc anae-
robica da’ matéria organica podem
ser desprezadaos, devido ao fato
dos processos anaerdbicos serem
bem mais lentas do que s proces-
s0s aerobicos. Os efeitos da trans-
formacdo anaerdbica existente no
fundo (lodo) podem ser levados em
conta através dos coeficientes P,
{acréscimo de DBO resultante da
anaerobiose do lodoj e B (reducdo
de oxigénio devido aos redutores
produzidos pela anaerobiose do
lodo), vistos anteriormente.

d} As outras hipoteses feitas para o
caso aerdbico, como mistura homo-
génea, coeficientes constantes,
efc., continuam admitidas validas.

As hipdteses a) e b] subentendem a
hipdtese de gue o oxigénio gue penetra
pela superficie na velocidade X:Dn atinge
as camadas inferiores devido a turbuléncia
do curso d’agua.

As hipdteses acima sdo concordantes
com as apresentadas em [7], hipdteses
estas que foram utilizadas para a proposta
de um modelo para condi¢bes anaerdbicas.
0Os dois desenvolvimentos foram feitos in-
dependentemente um do outro, e a propos-
ta citada, embora menos elaborada e con-
tendo alguns pontos discutiveis, leva a re-
sultados compativeis com 08 nossos,

Nestas condiges podemos escrever:

3.1 — Casos em gue a concentragho de
oxigénio & nula (D.,=D..)

A velocidade de "producdo” de oxigé-
nio € KD+ A, que pode ser positiva, ne-
gativa ou nula (pois A. pode ser maior, me-
nar au igual a zero).

A € o mesmo A do caso aerdbico, mo-
dificado pelo fato da respiracdo das plantas

REVISTA DAE



ser nula, e a produgéo de oxigénio por fo-
tossintese ser normaimente nula., em con-
dicdes de auséncia de oxigénio.

Sendo P o coeficiente de acréscimo de
DBO ao longo do trecho, o oxigénio que
sobra para consumir L, para K:D.,+ A, > 0,
e:

K:Dw+ Ay — P ("oxigénio disponivel”)

Conforme os sinais de K:D.+A, e
K:Dn + A, — P teremos trés diferentes
subcasos quando a concentracio de oxigé-
nio é nula D.=D,.);

3.1.1 — Subcaso em que K.D.+A, >0 e
K2Dm+An - P > 0

Neste caso ha producao de oxigénio e
sobra oxigénio para consumir L.

3.1.1.1 — Subcaso em que
K3>08K1 >0

Podemos escrever:
dL

dt

= — {KZIDIII+AH - P) - K:{L [1]

D = D])!

pois L é consumido na mesma velocidade
em que o oxigénio disponivel é produzido;
o termo K,L leva em conta a sedimentacio
da matéria organica.

A resolucéo de (1) fornece:

G ~Kat G
Ks Ka

com G = Ke:Dp+A, — P >0

Admitindo KiL, > G, esta equacéo é va-
lida enquanto K;L > G (a demanda de oxigé-
nio pelas bactérias é superior a oferta de
oxigénio disponivel).

Pela equacao (2), vemos que L decres-
ce com o tempo, e aqguela equagio serd
valida até KiL = G (condigao de equili-
brio}.

Introduzindo esta expresséo em (2) ob-
temos o instante t. em que a condigédo de
equilibrio é satisfeita:
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1 KsLlo + G

t" - In
Ky K
GU+ —)
Ki

Observemos que se K,L, > G, entio t.
resulta positivo, pois temos Ky > 0, K, > 0,
K:lo 2 0, G > 0 e portanto:

K
K,
nao infinito.
Entao vem:
Ki Lo > G
G
Lo Ky > — Ky
K,
K:i
K:{L()+G>G[1 +_—}
K,
K.‘} Lo + G
Portanto: M = >1, e
Ky
G+ —)
K,
1
te = —— In M > 0
Ky

Det — 0 até t = t. temos condicdo
anaerdbica e [2) é valida; apdés t = t., a
demanda de oxigénio é inferior a4 oferta
(K; L < G) e calimos novamente no caso
aerobico.

Se Ky L, £ G, também caimos imedia-
tamente no caso aerdbico, pois entdo a
oferta de oxigénio sera superior a demanda.

L e D estao representados na figura 23,
para Ki L, > G.

3.1.1.2 — Subcaso limite em que
Ks=0eK: >0

As equacdes (1) se reduzem a:

dL
_— = — {K2D111+All - P]
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o |
Do'DM
t
-
o |
L
¢ "~ i:o
\‘.- 3
---.,_-_._- t
\-- i
N VS Sy
K3
figura 23

Sua resolucdo fornece:
L =L — Gt (3)
comG = KiDn +A, - P >0

A condicdo de validade de (3) € a mes-

ma do subcaso anterior. Introduzindo a con-
dicdo de equilibrio em (3) obtemos:

Portanto, para KiL, = G, a equagéo (3]
é valida até t..

Observemos que se KiL, > G, t. resulta
positivo, pois ai

L, 1
>

G Ki

Apods t. caimos novamente no caso
aerobico.

Se KL, < G, também caimos imediata-
mente no caso aerdbico, pois entdo a oferta
de oxigénio sera superior & demanda.

L e D estdo representados na figura 24,
para K:L, =~ G.
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t
-
L+
G=0
Lo e S
G>0
1
s g

figura 24

Nos dois casos anteriores, se K; = 0,
a condicdo K, L < G sempre sera obedeci-
da; portanto caimos no caso aerdbico, ndo
tendo sentido calcular t. com as férmulas
vistas.

3.1.2 — Subcaso em que KoDn+-AL, > 0 €
K2Dm+An - P S 0

Neste caso hd producio de oxigénio e
sobra DBO distribuido, o qual é adicionado
a L.

3.1.2.1 — Subcaso em que Kx > 0

Podemos escrever:

= P — [Kan1+Ara] — KsL [4]

D = Da
pois L cresce na mesma velocidade em que
sobra DBO distribuido; o termo Kyl leva
em conta a sedimentacfio da matéria orga-
nica.

As equacdes (4) sdo as mesmas equa-
¢bes (1) vistas anteriormente, e sua reso-
lucdo fornece:

G G
L= (L +—) et o —
K:{ K:{
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onde: G = KiDutA, — P <0

Estas equagdes sdo validas até o fim
do trecho considerado.
L e D estdo representados na figura 25.

"4

DgOM

.
L
| oL
Lo S,
K3
G .
Ta-o t
-

figura 25

3.1.2.2 — Subcaso em que Ky = 0
As equactes (4) se reduzem a:
dL

dt

P —_ (K2Dm+An]

D:Dm

ja vistas anteriormente.
Sua resolucdo fornece:

L =1L — Gt
com G = K:Dut+A:. — P <0

. Estas equacgbes sdo vélidas até o fim
do trecho considerado. L e D estdo repre-
sentados na figura 26.
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Do= Dy
t
-
L
) 6a0
/G=o
Lo
1
—

tigura 26

3.1.3 — Subcaso em que KuDp4-A, < 0

Neste caso, a producdo de redutores é
maior que a producao de oxigénio.

3.1.3.1 — Subcaso em que Ky > 0

Podemos escrever:

dL

— =P — KiL (5)
dt

dD

_ = — [K‘_'.Dm—i_An]

dt

pois L cresce devido ao DBO distribuido, e
D cresce na velocidade em que sobram re-
dutores.

A resolucio dessas equacdes fornece:

P P
L=(L — —)e Kt o
Kz Ka
D = Dm - [K‘J,Dm + An] t
Estas equacdes sdo validas até o fim

do trecho considerado. L e D estéo repre-
sentados na figura 27.

67



AUTODEPURAGAQO DAS AGUAS

°}

'(KzDM'O'Aﬂ)>0

KoDy+An=0

Do=Dm

figura 27

3.1.3.2 — Subcaso em que Kz = 0
As equacdes (5) se reduzem a:

dL

— =P

dt

dD

—— = — (K:Dn+t-Ad)
dt

Sua resolucao fornece:
L =1L + Pt
D = Dm —_ [K2Dlll+Aﬂ.]t

Estas equacdes sdo vilidas até o fim
do trecho considerado.
L e D estdo representados na figura 28.

3.2 — Caso em que a concentragio de oxi-
génio é negativa (D, > Du).

Aqui temos inicialmente uma concen-
tragdo de redutores na Agua.
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o |
- {K;Dpy+An)>0
K2 Dy +Anz0
Do=Dw
t
-
L
* P=>0
L.o/ P=0
t
o~

figura 28

3.2.1 — Subcaso em que K:Dn+-A, > 0

Neste caso ha producio de oxigénio, a
qual consome os redutores.

3.2.1.1 — Subcaso em que Ks > 0

Podemos escrever:

dL

— = P — KsL (6)
dt

dD

— = [KZDtn+ArL]

dt

Sua resolucdo fornece:

P P
L=( — —) et 4
K3 K3
D = Do - [K2Dm+An]t (7]

Estas equacgbes sao validas até D —
Dn: 0 instante em que ocorrer essa condi-
cdo serd chamado de tempo de cruzamen-
to (te).
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Introduzindo essa condigdo em (7} abte-
mos te.:

DO - Dln
tp = —m
K‘.’ DI|1+A[|

Apos t = t., caimos em um dos casos
anteriores, conforme os valores de KL, A.,
K.Du, P.

L e D estao representadas na figura 29.

o |

-
cZ
Ly
P,
K3
L P L
Ky~ °
P
_:0
figura 29

3.2.1.2 — Subcaso em que K; = 0

As equacgbes (6) se reduzem a:

dL

— = Pp

dt

dD

- = - (KﬁDn1+A1|]
dt
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Sua resolucao fornece:
L =L + Pt
D =D, — (KiDm + Al t

Estas equacdes sdo vélidas até

Do - Dm

t, = ————
K'_'Dm+Au

(mesma equacéo do caso anterior),

Apds t.. caimos igualmente em um dos
casos anteriores.

D e L estdo representados na figura 30.

oy |

foz

figura 30

3.2.2 — Subcaso em que KeDnt+A, £ 0

Neste caso a produgio de redutores &
maior do que a de oxigénio.

3.2.2.1 — Subcaso em que Ky > 0

Temos as mesmas equacdes do item
3.2.1.1:
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P “Kut P N&o temos cruzamento (D € o mesmo
L=(0L — —)e ™ 4+ — do caso anterior), e as equacdes sao vali-
K Ka das até o fim do trecho considerado.
D =D, — (K:DutAt D e L estao representados na figura 32.

Neste casc porém ndo ha cruzamento
com D = Dy, pois D, > 0. e D é crescen-
te ou constante. As equacdes sao validas DA

até o fim do trecho considerado. Kp Dy +An <0
D e L estdo representados na figura 31.
D KoDy+An=0
D
D? KoDyt+An<0 -
KpDy+Anz0 LA
Dy P>0
Dy
P<0
LO
1
L
t
R
L
A P
K3 figura 32
L P,
° K3 ANEXO A
Tpa‘o ' Apresentamos a seguir um resumo das
- situacdes estudadas nas partes 2 e 3 desse
trabalho:
figura 31 PARTE 2) Situagdes aerébicas (D, < Di)
2.1) Ko >20,Ki + Ks >0, Ke # Ky + Ka
211} o« =0,8=
21.2) a=0,8+20
2.1.3) aa+0,8 =20
. #
3.2.2.2 — Subcaso em que Kz = 0 g.l.j]“aa Oﬁ’i?go
. _ ] 2.1.4.2) a . £ <0
As equacgdes sdo as mesmas do item
2.2] Ki >0, Ki + Ks =0
3.2.1.2: 2.21) A+ KiD, =0
2.2.2) A+ KD, # 0
L =L + Pt
2.3) Kis =0, Ky tKz > 0
D = Dy — (K:Dn+Au)t 2.31) ¢ =0,8=0
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3) Aplique as equacdes da situagio
3.2 até um eventual cruzamento
com D = D,; se ndo cruzar até o
o fim do trecho va para 9.

4) Verifique em que caso estamos. Se
no caso 3.1.1, prossiga; se no

Ke=0,Ky + Ky =0 caso 3.1.2, va para 7.; se no caso

0 3.1.3, va para 8.

0 _ 5) Teste se a situacao de equilibrio
ja foi atingida. Se ja foi, volte para
2.

6) Aplique as equacdes da situacéo

\_“_,._,
M—L
Bz

o o
halh ol A
T ooo
S O
AV o o o
co

ol h

coo

1)

- -
ol

K2>0,K1+K:{>O.K2:K]+K3

) 6 =0 % =0 s equa it
2) =0, =0 3.1.1 até atingir a condicdo de
3) 6 40,4 =0 equllllbrlo, e volte para 2. )
A4) 80,9+ 0 7) A_.phque as equacdes 3.1.2 até o
A41) 6 >0,¢ >0 flm_do trecho e va para 9.
A42) <0 .¢<0 8) Apilque as equacbes 3.1.3 até o
4.3) 9>0.¢ <0 flm do trecho.

4.4 6 <0,¢ >0 9} Fim.

ANEXQO C

PARTE 3) Situacdes anaerdbicas.

Apresentamos a seguir algumas aplica-

3.1) b, =D = o
o m coes d
31.1) KeDutA, > 0 . KiDusA, — P >0 ‘Erabalh(;)-s casos limites estudados neste
3.1.1.1) Ky >0, K >0 '
3.1.1.2) Ki =0 ,K >0 1} Ca % Al
' alculo da concentragao de sélidos
33311}KJ511|4'>A|6> 0 ' K2D1|1+A|J - P <0 em SUSpenSEO (|an(}ament08 con-
- - . 3 H i T
3122 K =0 centrados e/ou distribuidos).
3.1.3} K.D.+A, =< .
31 _3}.” ZK_{ >A0 0 Neste caso utilizamos as férmulas
3.1.3.2) K'3 =0 ggL dos casos 2.1 ou 2.3, fazen-
Ki =0 Ky >0
3.2) D, > Du - . | = x .
321) KiDumA, > 0 ili\zsadfgysrmulas de D nao sdo uti
3.2.1.1) K >0 )
3.2.1.2 K: =0 .
3.2.2) )K“D;JFA“ <0 2} Calculo da concentracdo de subs-
3.2.21) 'K% > 0 téncias conservativas (lancamen-
3.2.2.2) K: = 0 1(:1?)58] concentrados e/ou distribui-
ANEXO B Neste caso utilizamos as férmulas
o de L dos casos 2.2 ou 2.4, fazen-
Para a determinacdo da DBO e do OD do:
ao longo de um trecho, os casos vistos se
alternam de acordo com o seguinte algo- As f}fj}m_'hl:; ; Ob - . ti
ritmo: e ndo sdo uth
lizadas.
1} A partir do deficit inicial, verifique )
em gue situagdo estamos. Se na 3} QaICUIO da Concentragéo de bacté-
situagdo 3.1, va para 4., se na si- rias segundo a lei de Chick gene-
tuacdo 3.2, va para 3., se na si- ralizada (langcamentos concentra-
tuacéo 2, prossiga. dos e/OU distribuidos [6]).
2) Aplique as equacgdes da situacéo 2
até um eventual cruzamento com Neste caso utilizamos as férmulas
D = Du; se néo cruzar até o fim de L dos casos 2.1 ou 2.3, fazen-
do trecho va para 9. do:
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K] = 0, K:; = Kh
As formulas de D naoc sao uti-
lizadas.

4) Calculo de concentracbes em con-
dicdes de reoxigenacao nula (por
exemplo, guando ha uma pelicula
de éleo sobre a superficie das
aguas).

Neste caso utilizamos as formulas
vistas, fazendo K. = 0.

AGRADECIMENTOS

Desejamos externar nosso reconhecimento aos
sequintes especialistas que contribuiram para a rea-
lizagdo desse trabalho: J. M. Costa Rodrigues, M.
l.othar Hess, Samuel M. Branco, Celso E. Monteiro,
Carai R. de A. Bastos e A. V. do Couto. Agra-
decimentos especiais sdo devidos aos engs. Camal
A. Rameh, Neison L. R Nucci e Milo R. Guaz-
zelli pelo imprescindivel apaio recebido, e ao en-
genheirando Augusto F. Branddo Jr., pela valiosa
COOpEeragao.

72

REFERENCIAS

Streeter, H. W. and Phelps, E. B, A study of
the pollution and natural purification of the Chlo
River, Public Health Bulletin, 146, U.S. Public
Health Service, Washington, D.C., Feb. 1925,
Azevedo Netto, J. M., Autodepuracio dos cursos
d’agua - curva de depresséo de oxigénio, Revista
D.AE., n° 62, setembro de 1966,

Camp. T. R.. Water and its impurities, Reinhold
Publishing Co.. New York, 1963.

Loucks, D. P., Revelle, C. S. and Lynn, W. R,
Linear programming models for water pollution
contrgl, Management Science, vol. 14, n® 4, De-
cember 1 867.

Dresnack, R. and Doblins, W. E., Numerical ana-
lysis of BOD and DO profiles, Journal of ths
Sanitary Engineering Division, Proc. of the
A5.CE., October 1968.

Del Picchia, W., Aplicacdo da Transformada de
Laplace a problemas de engenharia sanitdria,
Revista D.AE., nimero 93, dezembro de 1973.
Castillo, J. G. y Gundelich, J. M., Proposicion
de un modelo matematico para describir el pro-
cesso de autopurificacion de un curso de agua
superficial em condiciones anaerobicas, XIV
Congresso Interamericano de Ingenieria Sanita-
ria, México, Agosta de 1974

REVISTA DAE



