CAMPO CENTRAL

Chama-se Campo Central aquele em
gue a resultante de todas as forgas
externas aplicadas ao conjunto de cor-
pos gue constitui o sistema, passa cons-
tantemente por um pontc fixo, denomina-
do foco.

Assim sendo, a trajetoria descrita pe-
lo centro de gravidade dos corpos em mo-
vimento, & sempre uma curva plana, por-
que 0 momento resultante das forgas ex-
ternas em relagdo ao foco é sempre nufo

Como se sabe, num campo central,
a velocidade areolar & constante, isto é,
o raio vetor varre areas iguais em inter-
valos de tempos iguais. Baseando-nos
nessas premissas, faremos o estudo da
trajetoria de um Unico corpo em movimen-
to, sujeito a um campo central atrativo
que passa pelo foco ¥, como mostra a
figura 1.

Vamos ainda denominar os diversos
elementos da figura 1, como seja:

V. — velocidade do corpo no vértice da
trajetéria

p. - distAncia minima do corpe ac fo-
co F

V — velocidade do corpo num ponto
qualgquer P, da trajetoria

p — distancia do ponto qualquer P, aoc
foco F

¢« - angulo formado entre os raios veto-
res p. e p. Esse angulo serd con-
tade positivamente no sentido ho-
rario.

(*) Diretor Técnico de Servigo do QE-SSOP a disposigao

da SABESP.
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Se considerarmos um intervalo de
tempo infinitesimal dt. os raios vetores p,
e p varrerdo areas iguais. e assim pode-
remos escrever:

poVodt _ pVcosedt
9 2 L 2
ou
PoVodt = PleCOSB
Mas
V=4S, - pd
o © tos 8 %3—

Levando esses valores a formula (1),
temos
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f’°V° dt = P’dq
e a formula genérica do tempo sera:

t=/_¢ 4y

Povo

Como se vé, essa formula dara o in-
tervalo de tempo decorrido entre dois
pontos quaisquer da trajetoria, admitindo-
se p. & V., como elementos conhecidos.

Por outro lado a férmula (1) permiti-
ra conhecer a velocidade em qualquer
ponto da trajetdria, uma vez conhecidos
V. e p.. Assim:

PoVo = PVCOSQ

mas a figura n° 1 nos diz que:

PP _pdly
cos © = 5%, “ds

v _ a4 !

e Ver ()

Finalmente, a velocidade em um ponto
qualguer da trajetoria, uma vez conheci-
dos p. e V., sera:

2 d 2
P+ (5F)
PZ

A figura n.° 2 mostra quatro das tra-
jetérias que o corpo poderad percorrer em
torno do foco F. Dessas quatro trajeto-
rias, apenas duas s3o constantes, isto &,
a parabola e a circunferéncia. Havera,
portanto, um numero ilimitado de hipér-
boles e elipses.

V = ‘DoVo

Como se sabe, a equagado de cada
uma dessas trajetorias referida ao foco
sera:

PP, — HIPERBOLE

PPy~ PARABOLA
PR, - gLiPSE

\\.‘ Fig. 2
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Hiperbole

_ b
P Q-+ Cccos |f
Parabola
P = ._ZL
| + cos f
Elipse
bi?
- ar+ Crcos |

Circunferéncia
p=pe

Portanto, conhecida a equagao da traje-
toria, a velocidade maxima V., do corpo
no vértice da curva, e a sua distancia mi-
nima p, ao foco, a velocidade em um
ponto qualguer da trajetéria sera obtida
das equagbes (5), (6), (7). (8) e (9), como
segue:

Hipérbole

Vo= PeVov a’+c’+ 2ac¢ cos |

b
sendo
po=C—a b'=c —a c¢c>a
Parabola
Vo= Vo cos _’g_
onde
c=a
Elipse

2 2
V= PoVo vﬂl +C1+220ICIC05{5

b
sendo
gy = a1 — Cy br=a’ —c¢® ¢ <a
Circunferéncia
V =V,
e
c =190

O intervalo de tempo decorrido entre
dois pontos quaisquer da trajetdria pode-
ré ser obtido na equacdo (3), substituindo-
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-se o valor de p dado nas aquagdes (8),

(7). (8) e (9).

Para a hipérbole teremos:

/a+ccosl{)

Para a parabola:

- 4Pu
(I+cosl[!)

Para a elipse:

paVo/(a--t-c-cnn])

Para a circunferéncia:

R
Ve

A integracao da formula (14) é facil,
e a da formula {16) é imediata. Mas a
integracdo das férmulas (13) e (15) refe-
rentes & hipérbole e a elipse & muito pe-
nosa, necessitando varias mudangas da
variavel. Por isto daremos apenas os re-
sultados finais ja devidamente simplifi-
cadas.

Para a hipérbole, segundo a formula
(13) teremos:

2_19"’_ c-dy

t:u(_ Z_LV(H v
Vo cct’ ‘01_|L
"i¥a tra 92

Para a parabola, segundo a formula
(14} teremos:

S Bpe oy
3Ve

(tqz%— +3) + C

Para a elipse, segundo a formula (15)
teremos:

- 9+ Qi+C 2 a \ ai—¢r 1 !_-
! Ve ba}-c- <0'+C' arc qvﬂl‘f'C\ 97z

Cisenl) -
G»+C|cosl’)+c
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Para a circunferéncia, segundo a for-
mula (16) teremos:

R

\

Uma vez estabelecidas as equagdes
fundamentais da velocidade e do tempo
de percurso em cada trajetoria, vamos
aplica-las a um caso concreto. Supunha-
mos um bolide de massa desprezivel, des-
crevendo em relacdo ao planeta Terra,
uma das orbitas indicadas na figura 2.
Vamos ainda admitir o pontoe P distando
do ponto F (centro da Terra) de uma gran-
deza igual a 2 raios médios terrestres,
ou seja, 12.735.300 m. Nessas condigbes
o bélide estara totalmente fora da atmos-
fera terrestre.

A trajetoria descrita pelo corpo de-
penderd da sua velocidade maxima V.
no ponto P ou perigeu. Como foi dito
anteriormente, havera apenas duas traje-
torias constantes, a parabola e a circun-
feréncia. Vamos entdo determinar a ve-
locidade em cada uma, em fungao dos
dados estabelecidos anteriormente, como
seja

p. = PF =2R., = 12735300 m

Sendo g. a acelerag@o da gravidade
na superficie da terra, na intersecgac da
linha PF, a uma altura x acima desse
ponto sera:

_ R
TR

O trabalho elementar realizado pela
queda vertical de uma massa m colocada
nesse ponto, sera:

2
R
SR ARTET

Se essa massa cair de uma altura
infinita até & altura do ponto P, isto &,
quando x for igual a R, o trabalho reali-
zado em valor absoluto sera:

E-= mga

86

Sendo v a velocidade de chegada
no ponto P, podemos escrever:

| 2
—ZI'I\V— =

ou

V-=\/3°_;

que, como se sabe, seréd a velocidade V
da orbita parabdlica que passa pelo pon-
to P. Vamos calcula-la, admitindo

g- = 9.8 m/s*

Assim:

V - V9,8 x 6367650 = 7899,55 m/s

A velocidade da orbita circular pas-
sando pelo ponto P, & facilmente determ-
nada pela formula:

m\J"'_z = m Rz
2R 3° ReR)
ou

_\/ oR \/ _
Vol g—?_— 31201485 = 5585,83 m /s

Determinadas essas duas velocida
des fundamentais, poderemos estabelecer
as diversas trajetdrias do bolide relativa-
mente & terra em funcdo da sua veloci-
dade V. no ponto P, como mostra a2 fi-
gura 2. Assim, quando:

V., > 7.899,55 m/s — trajetoria hiperbolica
V. = 7.899 55 m/s — trajetéria parabolica
V. = 5.585,83 m/s — trajetoria circular
Para todos os valores de V. com:
preendidos entre as trajetorias parabolica

e circular, teremos trajetérias elipticas
Ainda quando

V. < 558583 m/s — trajetoria de quedn
em espiral
e quando
V. = 0 - qgueda vertical
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Assim sendo, inicial-

mente

vamos supor

V., = 10.060 m/s,

o que correspondera a uma trajetoria hi-
perbolica.

Quando o bodlide estiver a uma dis.
tancia infinita da terra, a sua velocidade
residual sera evidentemente a diferenga
entre a sua velocidade V. e a velocidade
parabélica no ponto P. Entéo:

Mas quando o bdlide estiver a uma
distancia infinita da terra. a férmula (10)
a

para gquando cos¢ = — '—C—, dara:

Vr= ?ovo

b

Sendo agora conhecidos V., V., e p.,
obteremos facilmente o valor de b, como
seja:

_ 12735300 X 10000

260631293 m
2100,45
Mas
2 2 2
b =c—a ={c+allec-a)= Pa(c+a}
Portanto
bZ
C+0 = pe = 288658586 m
Sendo conhecidos ¢ +aep, = ¢ — &,
obteremos facilmente os valores de ¢ e
de a. Assim:
¢ = 150.696.943 m
e
a = 137961643 m

Assim, a equago polar da trajetéria
hipérbolica do bélide referida ao centro
da terra sera:

. 6063/293"
b = TI37561843 + 50696543 cos §

Vamos agora supor que a velocidade
V. no ponto P seja igual a 7.89955 m/s.
Nesse caso a trajetdria sera parabédlica e
a sua equagao polar terad a forma:

25470800
| + cos @
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Passaremos a seguir 4 determinagao
dos elementos da trajetoria eliptica. Como
se sabe, num campo central, a soma das
energias cinéticas de um corpo em mo-
vimento, em dois pontos diametralmente
opostos de uma trajetoria fechada, é igual
a energia cinética correspondente a velo-
cidade parahodlica na abcissa do foco. No
nosso caso, sendo V. a velocidade para-
boélica no perigeu, V. a velocidade real
no ponto P, e V: a velocidade no ponto P/,
diametralmente oposto ao ponto P, ou apo-
geu, teremos:

1 2
m Vp =

= mVe?"’%mVIz

£
2
ou

Vi= Vsz— Vo:

Vamos assim admitir uma
eliptica, onde

trajetana

V. = 6.500 m/s.

Portanto:

v = \/62.402 970 - 42250000= 4489,22 m/s

Da figura n.” 2. pela lei da velocidade

areolar, obtemos:

Vo lai-cd) = Vilava)
ou

O+ €1 = !B-f—?—'

Vi

Mas

- Ci = Po
Portanto

448922
Q=B Vot Wi ) 12735300 68500 + ,
2 v, 2 4489,22
ou
G = 15587453 m

e € = 15587463 —12735,300 =2 852.153 m

2z 2
B = UOI-C* = {5324280m
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Assim, a equacgao da trajetoria eliptica
do bodlide sera:
) 15324290°
P = 5527433 + 285253 cos 4

Quanto as trajetdorias de queda em
espiral e queda vertical, num campo cen-
tral onde a forca atrativa é fungdo da dis-
tancia ao foco. para ndo prolongar dema-
siadamente este trabalho, serdo estudadas
em outra ocasiao.

A titulo de curiosidade, passaremos
a determinacao do tempo decorrido a par-
tir do perigeu, até a vertical que passa pe-
lo foco, em cada trajetoria, como mostra
a figura n 2, isto &, entre os pantos
PeP., PeP. PeP. e PeP,.

Para tanto, estabeleceremos de zero

w

a- 2 os limites de integracao das for-

mulas do tempo, numeros (17), (18}, (19)
e (20), substituindo também as constan-
tes a. b, ¢, pu. @, by & ¢ pelos seus valo-
res achados anteriormente. Daremos ape-
nas os valores numeéricos achados.

Para a hipérbole —
t = 58 m e 46 s,

Para a parabola -~
t=1h, 1t m e 39 s

Para a elipse —
t =56 m e 17 s

Para a circunferéncia —
I = 583 m. e 41 s

O tempo de uma revolucac completa
na trajetoria eliptica seré:

VoPt=2TTG| b

ou
t- 200 B,

= 5h,2me il §
VoPo

E o tempo de uma revolugao completa na
trajetdria circular sera:

t= -%Uf—fﬂ 3n,58me 45 s

Do mesmo modo, pelas formulas (10),
(11) e (12), poderemos facilmente deter-
minar a velocidade em qualquer ponto da
trajetoria, o que faremos para os pontos
P. P. e P, correspondentes a ordenada
do foco. Encontramos assim os seguintes
valores:

Para a hiperbole —

Vo= 7.078,00 m/s.

Para a paradbola —

V = 558583 m/s.

Para a elipse —

V = 558583 m/s.

A velocidade do bélide em qualquer
ponto da trajetdria circular & constante,
e igual a

V = 558583 m/s.

Acabamos de constatar que as trés
Oltimas velocidades do hdlide séo iguais
nos pontos estabelecidos anteriormente,
isto &, na intersecgdo das suas trajetorias,
com a vertical gue passa pelo foco, o que
pode também se demonstrar analiticamen-
te. Na realidade, a variagdo da energia
cinética do corpo em movimento, faré com
que varie também a sua massa, alterando
assim as trajetorias estudadas anterior-
mente. Entretanto, com as velocidades
admitidas neste trabalho sio muito pe-
quenas em relagdo a velocidade da luz,
a influéncia daqueie fenémeno poderd ser
considerada nula.
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