APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE A
PROBLEMAS DE ENGENHARIA SANITARIA

O presente trabalho mostra como um pro-
blema de engenharia sanitaria pode ser resolvido
com o emprego da Transformada de Laplace
(TL), ferramenta largamente utilizada no campo
da engenharia de eletricidade.

O trabalho foi dividido em trés partes: na
primeira o problema é resolvido sem aplicacio
da TL, mas por extensio da Lei de Chick usual;
na segunda, a Lei de Chick é generalizada, obten-
do-se entdo a sclucdo geral com emprego da TL;
e na terceira, apresentamos um pequeno resumo

sobre a Transformada de Laplace.

1 EXTENSAO DA LEI DE CHICK
1.1 Lei de Chick

Consideremos um trecho de rio com veloei-
dade constante v.

Se num dado ponto 0 lancarmos N, bacté-
rias, um dos modeios para o calculo das bacté-
rias remanescentes num ponto X a jusante de 0
é a Lel de Chick [1]:

dy
- = K (N, — y) = KB )
dt o= Y

onde:

¥y = numero de baetérias eliminadas até o tem-

po t = x/v.
N, = namero de bactérias langadas no ponto 0.
B = nimero de bactérias remanescentes no tem-
pot = x/v.
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Portanto, a Lei de Chick admite que a ve-
locidade de elimina¢do das bactérias & propor-
cional ao nimero de bactérias remanescentes; a
constante de proporcionalidade & K.

A resolugdio de (1) fornece:
B = N, eKt )

1.2 Problema

Deseja-se determinar o nimero de bacté-
rias remanescentes B no ponto x {(ou no tem-
po t) para um langamento de bactérias distri-
buido ao longo do rio, langamento este de d
bactérias por unidade de comprimento.

A Lei de Chick, cuja solugfio é (2), nio re-
solve o problema acima, peis admite um lanca-
mento concentrado de N, bactérias no ponto 0.

Mostremos a seguir como podemos resolver
o problema dado, utilizando (2).

1.3 Resoluciio do problema

Seja um trecho do rio de comprimento x. O
namero total de bactérias lancadas de 0 a x é
N, = x.d bactérias. Se lancarmos essa guanti-
dade no ponto 0, o nimero B de bactérias re-
manescentes em t é dado por N, e-Kt {curva A
da figura 1). Vamos agora distribuir o lanca-
mento N, = x.d em n = 10 langamentos iguais,
espagados igualmente, de 0 a x. A curva resul-
tante & composta de trechos de exponenciais e é
vista na figura 1 (curva D). Desejamos determi-
nar o valor B(t) dado pelo ponto X',

No tragade da curva D utilizamos as pro-
priedades das exponenciais, quais sejam:
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TABELA I

ponto I :h ponto I' : hq

ponto I : h + hg ponto II' : (h + ha) & = ha + hea?

ponto III : h + he + ha* ponto I’ : (h 4 hg 4 ha®) a = ha + he? + h 47

ponto X : ... ponto X' t ha + ha® + ... + ha!® = h (& + a2 + ... + 4
T Portanto, o ponto X' (que fornece o valor
‘i : — Bt} procurade) é uma aproximacio, e 0 erro
[‘ g / /ﬁ‘/ﬂ # ’ cometido poderia ser calculado. Porém, gquando

Mo s | l l l E | o langamento total for dividido em n partes e
1 I o b fizermos n crescer, como sera visto adiante, o
. 2auat 2w erro cometido tendera a zero.

- o rrme sonsrame do Determinemos o valor de B no ponto X':

~ [ —

Fig. 1

Dada a exponencial y = A e"K! | a tangente
4 curva no ponto y(0) = A corta o eixo dos t

1

no ponto C = - Ii (ver figura 2). O wvalor C

recebe 0 nome de constante de tempo e o va-
lor de ¥ no ponto t = C & dado por

1
yiC = A eFC = A —® 037 . A

Além disso, para t pequenos a expohnencial
confunde-se com a tangente,

No figura 1 admitimos que 1 I, II II’, etec.,
s80 segmentos de reta e estes segmentos foram

admitidos sobre a tangente a exponencial,
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B=hias+ o+ ...

a) Conhecidos os pontos I, II, etc.,, os pontos I,
IT', ete., sdo determinados por (ver figura 3):

peXd
10
4]
t/10
N, m - '
N m = - ——
AP ¢
10
Fig. 3

by Os valores I, T', IT, IT', ete., sao determina-
dos sucessivamente, obtendo-se a tabela I,

Generalizando para n qualquer obtemos:

al’l

+am =h
a — 1

atl — 4

3)
a — 1
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Substituindo ( 1
1 — -

Y
h=x.d/neg=1—- —em (3) obtemos:
n

-1 1 1 ¥ n+1
B=xd|— - - (1T} lim 1
Y n ¥ n ) _ = JENE— - - =

a-—+— g i a
Exemplo; (1 + a ')
t 1 1
Paran = 10 e = - --- = 2 obtemos: = - — - - = - —
Y c m Hn 1 e
(1 g )a
a— - on
- 1 11
B=xd|05 - 01 — —277' (1 — 0,2 ) ]— Portanto:
= 0,36 N, lim 1 Y _ e lim 1 T \"
n—.c n - n-—x - n
Fagamos agora n tender a % (& o mesmo
que fazer a distribuicio de bactérias tender a d  jim 1 Y lim 1 T oA" .
bactérias por unidade de comprimento). B(t) pacwl 7 ) T now T n pols
serd dado por:
fim ( 1 Y 1 para i ¢ 0
B ="M g __l, _ﬁ%....__.,l,. AN n ST y ot ¥
n-on Y n Y
n
vy 1 Fazendo a troca de variaveis yV = —— ,0bte-
1 - - — ¥
mos:
Portanto

s ¥ U . 1 Yy
Iim (1 - )= lim (.1 _ ) -
- ~ n- o n ¥ =0 b7

— m e
7
pois: a
Portanto:
lim 1 1 lim 1
n-—w T, T € n-»aon n =0 d d
Y ¥ B = — (1 —ev V= (1 _ oKt
. ¥ t K
Determinemos:
X
ou, como —— = v,
1im ( Y >n+1 t v
1 - —
— 0
" n v d
B{t) = - - (1 - e-Kt) (4)
Temos: K
lim 1 17 et _ lim 1 1y A férmula (4) também pode ser eserita:
n-—w n - n—o n * b
Bit) = -—— (1 ek
1 1 K ( ¢

Iim 1 _ lim 1 "
o> o o = now n . onde:

b é o nlimero de bactérias lanc¢adas por unidade

. 1 .
pois 1M (1 _ 777) - de tempo ao longo do rio,
n-— o n
pois:
Fazendo a troca de variaveis a = — n, obte- b= _X_(_i = vd
mos: B t B
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Exemplo:
Parat = 2C = 2/K e v = x/t

obtemos:

(x/t) 4
B= — - 1_e~—2) =
2/t

2. GENERALIZACAO PARA QUALQUER
FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Utilizando a Transformada de Laplace vamos
generalizar a Lel de Chick, permitindo que o lan-
camento de bactérias seja feito de acordo com
qualquer fungao de distribuicac desejada. Os ca-
sos vistos atras:

a) Lancamento concentrado de N, bactérias no
ponto 0:

Bty = Ny e

b) Lancamento uniformemente distribuido de b
bactérias por unidade de tempo, ao longo do

rio;
]
— 1 — eKt
K

serdo casos particulares
faremos,

B(t) =

da generalizagdo que
2.1 Lei de Chick para qualquer funcio

de distribuicio

Seja f(t) a funcdo de distribuigdo do langa-

mento de bactérias ac longo do rio (ver figu-
ra 4).

[

Fig. 4

0O namero de bactérias lancadas desde o tem-
po t = 0 (ponto 0) até o tempo t é dado por:

/.

f(t) dt
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Portanto, a Lei de Chick pode ser escrita:

dy 't
dt=K(_] f(t)dt—y):KB (5}

]

onde:

v, f(t), K e B tém os significados ja citados atras.
f(t} sera chamada «funcio excitacho» e y (t)
sera chamada «fun¢ao resposta».

Transformando (5) obtemos:

F (s)

s Y(8) — g, = K - K ¥Y(s)

]

com

Yi(s) = L ly(t)} = Transformada de Laplace de
y (t}

F(s) = L Lf(t}]
£ (t)

Transformada de Laplace de

I

Como g, = numero de bactérias eliminadas
no tempo t = 0, & nule, vem

K
Y() = —- = FY{s)
s (5 +K)
Y(s) K
T(s) = —= = e
F(s) s(s + K)

& a «funcio de transferéncia» do sistema (rela-
¢do entre a transformada da funcido resposta e
a transformada da funcédo excitacao).

L
De B = j fit) dt — y,

o]

transformando, vem:

F(s} Fi(s)
B(s) = - —=YE§ =—— -
8 )
K F(s) F(s)
———— = (6)
s(s + K) s + K

com

B(s) = L [B(t)]

2.2 Aplicaciio

Vamos aplicar (6) para os dois casos de dis-
tribuicdo ja vistos:
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a) Lancamento concentrado de N, bactérias no
ponto 0.
A funciao de distribuigdo sera (1)
(ver figura 5).

= Nt}

f{t)aNo§(t)

o+
area_ No § C1)dr=n,
—grea o

onde:

8(t) é a func¢io impulsiva definida por:

0 parat 40
§t) =
o parat =0

e
o4+
/ §tt) dt = 1
. o~
Temos:
F(s}) = L [f(t)] = L [N, §(tt)] = N,
De (6) vem:
N,
B(s) =
s + K

Portanto, antitransformando;

Bt) = L' [B(s}| = N, e-Kt, como ja foi visto.

b) Langamento uniformemente distribuido de b
bactérias por unidade de tempo.

A funcido de distribuicdo serda f(t) = b (ver
figura 6).

(1)

Fig. 6
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Temos:

s
Fis) = L [f(1)] = L [h] = b
De (6) vem:
b
By = —— -
sis + KD
Portanto, antitransformando
b
B(t} = L+t |B{(s)] = - % ( 1 - e'Kt) , como

ja foi visto.

3. A TRANSFORMACAO DE LAPLACE COMO
METODO DE RESOLUCAO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES

3.1 Introduciio

Apresentamos a seguir um resumo introdu-
torio & Transformacio de Laplace, sem nenhuma
preocupacio de rigor matemaéatico, O leitor in-
teressado poderd consultar (2] da bibliografia
para um primeiro estudo; outras publicacées,
para um estudo mais profundo, sio indicadas na
mesma referéneia [2].

A Transformada de Laplace é utilizada de
modo semelhante ao uso dos logaritmos para efe-
tuar produtos:

a}) Sejam os nimeros A e B

h) Desejamos P = A x B

¢} Determinamos a =~ log A e b = log B (trans-
formacao)

d) Caleulamos p = a + b

e) Determinamos P = anti-log p (antitrans-

formacao}

fy P é o produto procurado.

A utilizagdo da Transformacio de Laplace
para resolver equacdes diferenciais lineares, a
coeficientes constantes, segue um esquema se-
melhante:

a) Seja a eguagdo diferencial (por exemplo de

2.2 ordem),
dzy dy
&y ate 4 a; — + a ¥y = z(t)

com a, a; € ap constantes e z(t) dada (funciio
excitacio),
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b) Desejamos resolver a equacado, ou seja, de-
terminar y em fungao de t:

v = [(t} (funcdo resposta)

¢} Transformamos a equag¢do acima utilizando a
Transformacgio de Laplace, obtendo:

a,l5% Y(8) — 8 an — a1l + a; [s Y(s) — o1 +

+ ay Y(s) = Z(s)

onde:

Y(s) = L ly(t)l = Transformada de Laplace
de y(t)

Z{s} = L [z(t})] = Transformada de Laplace de
z(t)

ao = Valor inicial de y {(dado)

day

@1 = Valor inicial de (dado)

d) Calculamos Y(s), obtendo:

Z(sY 4+ 8, 0 S + 8, @1 + 81 @

Yis) = o
a, 8 + &1 5 + a»

e) Antitransformamos Y(s):

yi(t) = L-1 [y(t)]
)  y{t) é a solugio procurada.

No calculo do produto P = A X B por meio
de logaritmos podemos utilizar-nos de tabelas
para determinar os logaritmos de A e B (trans-
formacgio), e para determinar ¢ antilogaritmo de
p (antitransformacio),

Do mesmoe modo, ha resolucdo de equagdes
diferenciais por meio da Transformagdc de La-
place, podemos utilizar-nos de tabelas para de-
terminar a transformada da excitagfo, Z(8) =
= L [z(t)] e para determinar a anti-transforma-
da da resposta

y(t) = L1 (Y(s}]

3.2 Definicoes e algumas propriedades

Embora existam tabelas gue fornecem a
Transformada de Laplace de centenas de fun-
c¢des (ver [31), é util conhecermos a definigao
da TL, aplicando-a para alguns casos simples.

Seja uma funcdo f(t) continua, ou no maxi-
mo com um nimero finitc de descontinuidades,
definida para os t> 0.
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A transformada de Laplace de f(t) ¢é dada

run
j p—St
Q

Decorre imediatamente da definigaon:

por

L [f(t)] = F{s) = f(ty dt

a) L [a f(t)) = a L [f(t)], com a = constante

) L [fi () + f:(0)] = L [f1(t}] + L [fa20t)]

ou seja: a Transformaciio de Laplace é uma ope-
racdo linear.

Caleulemos as transformadas de algumas fun-
¢oes simples:

a) Func¢ao degrau na origem, h(t)
Essa func¢ic é definida por:

[ o para t < ©
hit) =
] lpara t > o

Aplicando a definicdo, obtemos:

.
L fhit)| =[ c-5t hit) dt =

0

o - 1
est 1 .dt=| —
o 8

= -0+

b) Funcgédo exponencial est

Obtemos:

o
L lest] = f g-stgat dt =
5]
s 1
=j el=stalt g4 - —
5 — a
0

Do mesmo modo, aplicando a defini¢io, obte-
mos:

8} Funcéo impulsiva, §{t)

Esta funcio é definida por (ver figura 35):

0 parat o
sty = { P +

* parat = 0

o+
f sty dt = 1
o-
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Deduz-se:

o
L [3(t)] = [ est g(t) dt =1

0

d) Funcide senc, sen.wt

w
L [sen wt] = - -
s2 4+ w?

Apresentamos a seguir aigumas propriedades
que facilitam a obtengdo das TL das fungoes
desejadas.

Sendo

F(s) =
validas:

L [f(t)], as seguintes propriedades sao

a) Derivada da transformada:

d
— F(s) = — L [t. fit)]
ds
b) Translacao de s:
Fis + a) = L le-= f(t)]

.

¢) Translacio de t:
L if(t — a)] = e F(8)

d) Produto por constante:

1 ]
L Tf(at)] = — F (f - )

e) Transformada da derivada:

T df
. = s F{s)
dt

L

=

com g, = valor inicial de f(t)

Por aplicacio sucessiva desta expressao obte-
mos a derivada de qualquer ordem, para gqualis-
quer condicdes iniciais.

No caso de condi¢des iniciais nulas obtemos:

af -
Para o, = o obtem-se L [ ] = 58 F(s)

L dt
Generalizando, para valores iniciais nulos,
obtemos para as derivadas 2.8, 32 ... n —
ésima:
- aef -
L |- = s? F(s)
dt=
FTTE
L |- ] o= s Fis)
dts

dnf
L [_._] - P
dte

f) ‘Transformada da integral

t F(s)
L f(t)dt ] = —
- 0 -

s
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