DINAMICA DAS MASSAS VARIAVEIS

E nosso intuito néste trabalho, zpenas dedu-
zir as equacdes fundamentais da dindmica das
massas variaveis, isto &, fazer o estudo do movi-
mento de um corpo sujeito & acao de uma forca
externa, havendo ao mesmo tempo variacdo da
sua massa.

Vamos supor entdo um corpo de massa total
My, da qual M; sera a massa permanente, e M,
& massa variavel, Nessas condigdes, evidente-
mente

Mo = Ml + M2

Chamaremos F 4 férca atuante sObre o
corpo, e t; o intervalo de tempo da sua atuacéo.
Admitiremos ainda gque apds ésse periodo, a mas-
sa variavel tenha se extinguido, restande apenas
a massa permanente. Admitiremos ainda que a
forca F tenha mddulo constante, e que a extin-
¢ao da massa M, se faca uniformemente.

Nessas condicdes, em um instante qualquer
t compreendido entre zero e t;, a massa total

do corpo sera
t
)

M=M1+le(1 -

Asgsim sendo

F F
Y = " = " =
M; + M. (1—-%
t
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T Myt — Mpt w

(*) Engenheiro Assessor da Diretoria de Obras da
SAEC.
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Em um instante gqualguer t', compreendido
entre zero e ty, a velocidade terd o seguinte valor:

Fty t
In (I\’IO tl - Mz t)
M 0

]
I
|

ou:

F t
M‘) MD tl

My t1 — My t7
n

Generalizando, teremos a formula da veloei-
dade em um dado instante t, compreendido entre
zero e ty. Assim sendo:

Ft Mo tg — Mo t
Ve -t m_ 7 : @
M, Mo ty

Passaremos a seguir 3 determinacio do espa-
¢o percorrido pelo corpo durante o intervalo de
tempo t;, nas condicdes anteriormente estabele-

cidas. Temos:

de = v dt
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F 1 Mpt; — Mot
de = — In dt
M. My t1
Ft]_ MOtl—Mgt
e =

In — 4t
M. M ta

O espago percorrido até o instante t', com-
preendido entre zero e ty, sera:

F M, t? | Mzt
- M2 Moty

(1—
F M, t]

MLt
Mj My ty
M, t’ Mat' 'y ~
+ 1 — In 1 -
Myt Moty
Generalizando novamente, teremos a  f6r-

mula do espac¢o percorrido até um dado instante
t compreendido entre zero e t;, como seja:

FI\’Ioli [M2t
€ = —

h 3 Myt
M? 1
M, t

M.t
+{ 1~ In|1-— ®
My t, M, t;

Apos decorrido o intervalo de tempo ty, a ve-
locidade e a aceleragio terdoc atingido o valor ma-

— 14+

M.t t
M, t[) 0

e =

oy

ximo. Esta 1ltima desaparece em seguida.
Assim:
Ft, F
= (4}
Ymax My t; — Ma t; M]_
F ty My t1 — My ty
Vipax = — In =
M. M, ty
Fty Mg
= In ———— 5
M, M,

Por sua vez, o espaco percorrido pelo corpo
ac fim do intervalo de tempo t;, sera:

F M, t} ( M.

e = -+
M2 Mo
M, M;
+ In —- (6)
M, M,
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Vamos supor agora que a forga F seja pro-
veniente da transformagdo da massa variavel

M., em gases ejetados a velocidade relativa V.

Nessas condigoes, o impulso total da férga
F durante o intervalo de tempo t,;, foi:

Ft, =MV (7)

Levando esse valor as equagdes 4, 5 e 6,
teremos:

M, V
Ymax = W 8)
Mo
Viax = ¥V in (9)
1
M, M,
e =Vt 1+ In =
t ( M, M, )
My Mg
=Vt 1 — -— 1n am
Mo M,

A tituloe de curiosidade, vamos supor uma

sonda, de um Mnico estigio, com os seguintes
elementos:
Péso total, 10 t

Péso do combustivel, 9 t

Velocidade relativa de ejecio dos gases, 2000
m/s.

Tempo de acdo da Foérca F, 120 s.
Nessas condi¢des temos:
maxima aceleracio atingida:

9 x 2000

120

= 150 m/s2 ou 153 g

Ymax =

maxima velocidade alcangada:
Vaax = 2000 In 10 ~ 4600 m/s

espaco percorrido:

1
e=2000x120(1—? 1n10)
= 178600 m

Se a sonda partiu da superficie tererstre, des-
prezada a resisténcia da tmosfera, ésses valores
ficam reduzidos a:
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Vaax = 4600 — 9.8 x 120 ~ 3400 m/s

1
e = 178600 —

x 9,8 X 14400 ~ 108000 m

A resisténcia da atmosfera, que dependera
do tamanho, forma aercdindmica, e velocidade
da sonda,como também da densidade das diver-
sas camadas de ar, poderad reduzir aqueles valo-

res a 70% aproximadamente. Nessas condigdes:
Viax ~ 2044 m/s
e ~ 54 km

E evidente que, ap6s a extingio da forca F,
a sonda continuara em asfengao.
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A altura maxima aleangada, apés ter ces-

sado a acAo da forca F, sera:

20442
91 = e A

2 x 98 —

213.000 m

A essa altitude a resisténcia da atmosfera
tera pouca influéncia sobre o movimento do
corpo. Admitimos g constante para simplificar
o exemplo, e desprezamos a curvatura da tra-
getoria.

Desprezadas as resisténcias externas, 0 mo-
vimento desse corpo poderia ainda ser repre-
sentado pela equagio diferencial

dze F t]_

diz My t; — Ma t
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