MODELOS PARA ANALISE DE PROGRAMAS
DE EXPANSAO DE CAPACIDADE

Este artigo apresenta e discute os méritos
relativos de modélos matematicos para solugac
de problemas de expansiioc de capacidade. Se
bem que todos os exemplos de Aplicacdo sejam
extraidos da area de Recursos Hidricos, os mo-
délos discutidos sdo de cardter geral e podem
ser utilizados em outros setéres econdmicos.

I — INTRODUCAO

O tempo desempenha papel importante na
analise de programas de investimento. Custos e
beneficios devem ser medidos a partir de uma
origem comum Dpara Que sejam comparaveis,

Sejam C, e B, custos incorridos e beneficios
realizados no ano t; tomando ¢ ano zero como
origem para contagem do tempo e r como a
taxa de desconto anual, o valor presente désses
custos e bencficios é, respectivamente:

C, B

= — (I-1)
(1 + it (1 + )t

Como r > 0, com o crescer de t, © valor
presente désses custos e beneficios decrescem.
Quanto maior o valor de r mais rapido é ésse
decréscimo. Define-se o fator de desconto D
como sendo

1
D o= —— (I-2)
1+ 1t

Do ponte de vista da teoria da decisdo sio
dsses fatores de desconto que permitem reduzir
o problema de investimentos intertemporal eom
uma funcio utilidade multidimensional, a um
problema. consideravelmente mais simples com
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um s6 indice de utilidade —
te. (1) e (2) **

o wvalor presen-

A Equacdo I-2 pode ser colocada em funcao
da taxa de desconto instantaneo. Suponha-se
que, ao contrario da discussdo acima, o tempo €
tratado como uma variavel continua. Define-se
a taxa de desconto instantanea h como sendo:

h = In (1 4+ 1) (I-3})
E o fator de desconte instantaneo sera
D, = e (I-2)

Os valéres de h e r sdc praticamente iguais;
por exemplo para r = .05000, h = .04879,

A determinacido do valor da taxa de des-
conto nao sera discutida; éste parametro é assu-
mido como sendo conhecido. Entretanto, no ca-
so de investimentos governamentais, essa deter-
minacio é dificil ¢ o leitor interesado & enviado
3 literatura especializada (1) e (3).

As obras de engenharia geralmente exibem
acentuadas economias de eseala; tal fato traduz-
se matematicamente por equacdes relacionando
custos e capacidades de forma exponencial,

D« bl
0 < a

C (x) = a xbt (1-5)

onde C(x) & o custo associado & capacidade x,
a ¢ b sio parametros. O paridmetro b é chama-
do fator de escala; caso b = 1 o custo é direta-
mente proporcional & capacidade e, para essa
obra, nic existem economias de escala. Quan-
to menor o valor de b mais acentuado o efeito
de escala; tipicamente o valor de b oscila entre
0.5 e 0.8 podendo ser da ordem de (.3 para
alguns tipos de barragens e canais e da ordem

%% (s numeros cnire parénlesis referem-se a bi-
kliografia listada no fim do artigo.
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de 0.9 para estacdes de tratamento de esgo-
tos (4).

A seguinte situacido sera aqui analisada: a
demanda para um certo servigo & suposta co-
nhecida e crescente ao longo do tempo; pro-
cura-se qual o programa de investimentos em
capacidade para satisfazer essa demanda de ma-
neira tal que o valor presente dos custos totais
seja minimo.

E importante ressaltar que éste & um pro-
blema onde o tempo desempenha fator impor-
tante. O que se procura ¢é minimizar o valor
presente dos custos globais e nac localizar uma
sucessio de minimos em diferentes pontos do
eixe do tempo, Os economistas costumam clas-
sificar andlises efetuadas de acérdo com os dois
critérios, respectivamente, de dinamica e esta-
tica.

Dois modélos basicos serdo discutides. O
primeiro déles se concentra na analise de um
componente isolado e determina o intervalo de
tempo timo (e conseqlientemente a capacidade
Otima) a ser acrescida para satisfacio da de-
manda. O segundo, a custa de esfdér¢o compu-
tacional adicional, analisa o sistema a ser ex-
pandide de maneira integrada tomando em con-
ta todos os vinculos fisicos existentes. Obvia-
mente, essa utltima analise é muito mais com-
pleta e realista do que a precedente.

II — ANALISE POR COMPONENTES
ISOLADOS

O primeiro modélo a ser discutido & devido
originalmente a Chenery (5) e foi formulado co-
mo um problema de expansio de ecapacidade de
equipamento destinado ao transporte de gas na-
tural, isto &, estagdes de bombeamento e tubu-
lagdes. O mesmo modélo foi explorado por Man-
ne(6) e (7), Thomas (4) e Muhich {8). A for-
mulagdo apresentada pelo 1ltimo autor é no
contexto de expansio de capacidade para esta-
¢Oes de tratamento de dgua e o seu modélo
mais simples serd aqui transcrito.

A explosdo demografica que se observa pre-
sentemente associada & sempre crescente ten-
déncia de concentragic populacional em nicleos
urbancs e ao constante aumento dos niveis de
confdrto exigidos contribuem para tornar o for-
necimento urbano de &gua, em quantidade e
qualidade adequadas, objeto de grandes investi-
mentos. Se bem que sistemas de abastecimento
urbano constem de virios componentes, 0 mMo-
délo é concentrado na andlise de sdmente um
déles -— a estacdo de tratamento. Talvez seja
essa a sua deficiéneia fundamental. Todos os
componentes de tais sistemas devem funcionar
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integradamente e suas capacidades devem ser
tais que ésse funcionamento seja possivel. Orien-
tar a expansdo do sistema otimizando sdmente a
agregacado de capacidade relativa a um dos com-
ponentes pode conduzir a resultados grosseiros
e desviar consideravelmente do dtimo global.

Estagdoes de tratamento de agua exibem
consideraveis economias de escala; Orlob e Lin-
dorf (9) analisaram dados de custo de varias
obras déste género, construidas na Califérnia, e
concluiram que o fator de escala adequado para
representacic de curva custo x capacidade é da
ordem de .8T7.

O objetivo do modélo é determinar a capa-
cidade Otima das novas estagoes a serem agre-
gadas ao sisterna. A questdo basica a ser exami-
nada ¢ se convém, do ponto de vista econémico,
construir poucas unidades de grande capacidade
que nio serdo inteiramente utilizadas até alguns
anos apds a sua construgao ou uma sucessio de
pequenas instalagoes cujas capacidades sejam
utilizadas intelramente em curto lapso de tem-
po. A favor de poucas e grandes unidades exis-
te o efeito de economia de escalas; deobrando a
capacidade de uma estacdo de tratamento, com
fator de escala .67, o custo fica multiplicado por
1.59. Isto quer dizer que o custo unitaric da
vazdo tratada decresce. Por outro lado, a capa-
cidade total ndo ¢ utilizada rapidamente e o
custo de oportunidade da capacidade ociosa po-
de ser maior que o efeito de escala. O modélo
a seguir discutido procura balancear ésses dois
fatéres conflitantes e avaliar a capacidade é6tima.

As hipéteses basicas a serem utilizadas na
construgao do modélo sio;

1) no inicio da contagem do tempo a capaci-
dade disponivel é igual & demanda de &Agua;

2) a futura demanda é ineldstica e deve ser
uma satisfeita, nao existindo fontes alter-
nativas disponiveis;

3) os intervalos de tempo entre a construcio
de novas estagbées é constante;

4) define-se o periodo de maturacio de um
projeto como o tempo gasto entre a deci-
580 da sua constru¢ao ¢ sua efetiva entra-
da em servigo; © periodo de maturacio
compreende o tempo gasto em atividades de
projeto, providéncias administrativas e cons-
trugdo., Neste modéle simplificado ésses tem-
pos sido supoestos iguais a zero e o custo to-
tal é incorrido instantaneamente na data
de entrada em servico.

Essas hipoteses sfo equivalentes a exigir
que uma estacao deve ser construida imediata-
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mente e gque téda vez gue a demanda de agua
iguale a capacidade instalada nova adicio deve
ser feita. O modélo requer a adogic de uma
curva de demanda: neste artigo a demanda se-
ra admitida como funcic linear do tempo,

D) =

[

demanda inicial

acréscimo de demanda na unidade de

="
I

tempo.

A Figura 1 ilustra a relac¢do entre a curva

D) = DO + g8 4 x K
onde de demanda adotada e os sucessivos acréscimos
D{t) = demanda no tempo t na capacidade instalada.
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O problema essencial é escolher a capaci-
dade 6tima x* a ser agregada ao sistema,; como
capacidade dotima ¢ entendida aguela que mini-
miza o valor prescnte dos custos totais para sa-
tisfacio da demanda. Como a capacidade a ser
instalada no tempo t; é determinada pela di-

ferenca em demanda entre t; e t,_, resulta:
x = Ditp) — Dit,_,) =
= dit;—t,_,) (11-2)
a ultima expressdo mostra gue,
x =dat, At =t —t, (II-3)

O problema pode ser postc também em tér-
mos de escolha de um intervalo 6timo para agre-
gacdo de nova capacidade ao sistema. O custo
associado a essa agregacdo pode ser escrito como,

C(x) = a x" = a dv atb (11-4)
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O valor presente déste custo, se incorrido no tem-
po t;, sera:

P(x, T;) = a db Atb e-1t (II-5)
utilizando-se o fator instantaneo de desconto de-
finido em I-4.

O horizonte de planejamento, isto é o pe-
riodo coberto pela analise pode ser escrito co-

mo,

T = n At (II-8)

Admitindo-se que a vida Util das estrutu-
ras seja superior ao horizonte de planejamento,
o valor presente do custo total para atendimen-
to da demanda ao longo do horizonte de plane-

jamento sera:
S = adt ath [1 4 e-bAt 4 e-h2at 4

+ e-h(n-1) ar] (II-7)
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O térmo entre paréntesis constitui uma progres-
sio geométrica de razio e-h Aty a soma dos tér-
mos dessa progressic &:

e—hn it _ 1

e-bat ]
(IT-8)
Substituindo II-8 e II-6 em II-7 vem:
e—bhr — ]
S = a d» ath — —_— (IT-9)
e-haAt o 1

A proxima etapa consiste em determinar At#,
isto ¢, o intervalo de tempo entre adi¢bes de ca-
pacidade que minimize o valor presente do
custo total.

Para tanto é necessario derivar II-9 em re-
lagdo a At e igualar essa derivada a Zero; o re-
sultado é uma funcio implicita de At#

h at¥ — bebat* 4 b = 0 (II-10)

Os detalhes algébricos mnecessarios para a
obtengio de II-10 estdo mostrados em (6) e {8).

A solugdo da equacio acima pode ser feita
iterativamente utilizando a téenica de Newton-
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Raphson; alternativamente, (6) e (8) apresen-
tam graficos de At* em fungio de h e b;
as Figuras 2, 3 e 4 reproduzem trés désses gra-
ficos e servem para mostrar, em carater indi-
cativo, o andamento dessas eurvas,

Thomas (4) sugere, como solugiao aproxima-
da de II-10 a expressic abaixo

6
h

(1 — b1/ (II-11)

At® o

Muhich investigou também a condicdo de
segunda ordem que assegura que At* & real-
mente uma condi¢do de minimo; para que a
derivada segunda seja positiva é necessario e
suficiente que

b > e-haw (I1-12) _
Uma vez obtido At* a capacidade 6tima a
ser instalada x* pode ser obtida a partir de 1I-3
e seri
xX* = d At¥ (I1-13}
As Figuras 2, 3 e 4 e a expressdo aproxi-
mada TI-11 permitem as seguintes conclusées:

2t*: 356,58 -

at*= 21,83

DE CAPACICADE
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ESCALA b=0,55
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1} a sensitividade do valor presente do custo
total em relacio a At nao é grande nas vizi-
nhangas do 6timo At*; entretanto erros con-
sideraveis podem incorrer caso o valor esco-
l1hido t esteja bastante afastado de At¥;

2}  At* cresce com o decrescer da taxa de des-
conto para um dado b;

3> At* cresce com o decrescer de b;

4) At* & independente do coeficiente da funcgio
custo x capacidade e da taxa de acréscimo
da demanda; entretanto o valor presente do
custo total II-9 depende désses pardmetros.

Como ja foi mencionado ésse modélo, bas-
tante simples, é utilizado para determinacio do
intervalo de tempo oOtimo entre agregacdes de
capacidade. Construgio de unidades pequenas em
intervalos freqlientes pode acarretar a néo uti-
lizagdo do efeito de escala; por outro lado, cons-
trucdo de grandes unidades separadas por inter-
valos de tempo maiores pode resultar em use
prematuro de recursos gue podem ser mais ne-
cessarios em outros setores econdmicos.

Muhich foi o autor que mais expandiu o mo-
délo teérico acima apontado; éle tratou de cur-
vas de demandas lineares e geométricas, interva-
los de construcdo varidvels, deficiéncias no aten-
dimento da demanda (com introducdo de uma
funcio de penalidade), elasticidade de demanda
etc. Manne (7) usou extensivamente essa classe
de modélos nos seus trabalhos de plancjamento
econdmico da India. Ele tratou de problemas da
indidstria de aluminio, soda caustica, cimento e
fertilizantes. Algumas contribuigdes tedricas im-
portantes também podem ser encontradas ha
mesma Referéncia.

O modélo aprescntado, bem como suds ex-
tensoes, sofrem de algumas restricdes que limi-
tam sua aplicabilidade. Especialmente em areas
com a de Reecursos Hidridos onde o custo das
obras depende largamente das caracteristicas lo-
cais a hipdtese necessaria da constancia dos pa-
rametros da curva custo X capacidade naop @
realistica *,

Sumarizando, as principais restricbes a usos
de modélos dessa natureza sio as seguintes:

a) O modélo trata cada componente individual-
mente; por exemplo, um sistema de abaste-
cimento de agua consta de obras de capta-
cdo, aducio, tratamento e distribuicio. Co-

¥ B de notar-sc¢ gue 0 modélo original de Chenery
envolvia eguipamentos pré-fabricados (tubula-
cdes e hombas) com os parametros da curva
custo x capacidade constantes ¢ com custos de
instalacdes praticamentie independentes do ta-
manho dos c¢componentes.
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mo as caracteristicas de custo dessas obras
sdo diferentes entre si os fatéres de escala
também o© seriao. Para uma mesma taxa de
desconto o modélo ird indicar intervalos de
tempo diferentes para expansic das capa-
cidades. Por cutro lado tal sistema deve tra-
balhar integradamente de nada adiantando,
por exemplo, aumentar a capacidade das
facilidades de tratamento sem um correspon-
dente aumento na capacidade dos compo-
nentes de aducio;

b) como ja observado, as curvas de custo x ca-
pacidade para obras construidas especifica-
mente para atender condigdes locais mos-
tram grande sensitividade em relac¢do a essas
condicGes; por exemplo, as curvas de custo x
capacidade de armazenamento para barra-
gens situadas em locais distintos geralmente
sdo totalmente diferentes. A hipdtese, im-
plicita no modeélo, da existéncia de grande
numero de oportunidades de investimento
com mesma curva custo x capacidade nao é
realista;

¢} as unicas formas da curva de dermanda ana-
lisadas sao a aritmética e a geométrica;
formulacdes empiricas de curvas de deman-
da nao seguem, geralmente, nenhuma des-
sag formas;

d) em alguns casos, os custos indiretos asso-
ciados aos investimentos sio considerdveis li-
mitando a validade da Equac¢io I-5 a wvald-
res acima de um certo minimo; caso o mo-
délo venha indicar valores abaixo désse mi-
nimo a solugdo deixa de ter carater pra-
tico.

Apesar dessas limitagdes o modéle apresen-
ta interésse para avaliacao preliminar das ca-
pacidades a serem acrescidas a um sistema. E
0 que é mais importante, mostra claramente os
fundamentos tedricos para o balanceamento en-
tre a taxa de descontos e o fator de escala.

Uma ultima gquestdo, relativa a essa classe
de modélos, necessita ser mencionada. O desen-
volvimento anterior presupds um conhecimento
perfeito dos parametros relevantes ao problema,
Tal conhecimento é raramente atingido em con-
digdes praticas; mais precisamente, trés sio as
possiveis causas de incerteza que podem estar
presentes no processoe:

a) incertezas no crescimento da demanda. Man-
ne (6) analisa éste problema descrevendo a
demanda em térmos de um processo de Ba-
chelier-Wiener;

b) incertezas nas condi¢des econdmicas resul-
tantes durante o horizonte de planejamento.



Em especial, variagbes na taxa de desconto
social pode acarretar sérios desvios nas con-
dicdes de otimalidade., Thomas (4) analisa
ésse efeito e propde testes de sensitividade
para ajuizar do efeito dessas variacoes;

¢} incertezas nos parimetros da curva custo x
capacidade devido a inovacdes tecnoldgicas.
Este é o problema de mais dificil analise
e em alguns casos de extrema importdncia.
Para mencionar um exemplo, 0s custos uni-
tarios de escavagho em rochas tém sofrido,
nos Gltimos 30 anos, um notavel decréscimo
devido 4 melhoria do equipamento disponi-
vel para ésse fim; por outro lado, tineis
sdc estruturas com fator de eseala muito
baixo. No planejamento do reférco do sis-
tema primario de abastecimento de dgua de
New York City, todo éle feito em tineis
profundos, a decisio a ser tomada é a de
econstruir tuineis com capacidade Atima dadas
as condigoes de demanda e taxa de desconto
vigentes ou construir estruturas menores nha
expectativa de melhoria na curva de custo
dos tunels. T%sse problema fol analisado
exaustivamente pelo Water Resources Group
do MIT sem contudo ter-se chegado a uma
quantificacdo satisfatéria,

Il — ANALISE DO SISTEMA GLOBAL
A SER EXPANDIDO

O modélo a ser aqui discutido é destinado
a corrigir os defeitos notados na analise apre-
sentada na secio anterior. FEssa corregcao & feita
a4 custa de uma maior sofisticacio matematica
e esférgo computacional.

O plano dessa secio é o seguinte: inieial-
mente serd apresentado um algoritme matema-
tico, que & uma extensio de programacio linear.
Em seguida, com a ajuda de um exemplo, sera
mostrado que o problema de expansio de capa-
cidade pode ser colocado no formato do algorit-
mo e finalmente serfio discutidas as limitacées
computacionais dessa classe de modélos.

IIl-1 — Modélos Lineares Mistes com Variaveis
Inteiras Restritas a Valores Zero ou Um

Por ésse nome designa-se uma classe de
modélos derivada da programacdo linear em for-
ma estendida, pela Imposicdo da restricio de
que algumas varidveis de decisio sfo sujeitas a
tomarem valdres iguais a zero ou um exclusi-
vamente. Em simbolos,

Max e x 4+ d ¥y
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sujeito a
(ITI-1)

A[;]gb

[}
Doul

- o
v

onde x e e sdo n vetdres, ¥y e d sdo m vetores,

A 6 uma Matriz de dimensGes (m+n) xp e b
& um p-vetor.

As primeiras tentativas para desenvolvimen-
to de algoritmos para solugde do problema aci-
ma proposto datam de 1958 (10); Balinsky (11)
apresenta uma excelente revisio do estado-da-
arte, em 1965. Uma técnica recente e aparen-
temente bastante promissora para solucao desta
classe de problemas é com a utilizacio da teo-
ria dos grupos (12),

Esses modélos sao particularmente adequa-
dos para solucdo de problemas de escalonamen-
to temporal de investimentos e em particular
para analise de problemas de expansdo de capa-
cidade. Ochos-Rossoe (13) discute wvarias aplica-
¢oes e Kendrick (14) apresenta um estudo deta-
lhado de expansio de capacidade de industria
siderargica brasileira utilizando ésse instrumen-
tal matematico. Hermann (15) apresenta alguns
exemplos de aplicagido na area de Recursos Hi-
dricos; parte do material apresentado em (15)
serd agui discutido.

I0-2 — O Problema de Planejamento e Descricio
do Modélo

A Figura 5 apresenta uma disposicio esque-
matica da Bacia do Rio Maule, no Chile; pode-
se Observar gque duas barragens e duas usinas
hidroelétricas ji4 estdo construidas e em opera-
¢do. O problema consiste em acrescentar mais
duas usinas para atendimento da demanda cres-
cente para energia elétrica. Torna-se necessi-
rio selecionar as capacidades a serem instaladas
e as datas desta instalacdo.

Dois locais adequados para construcio de bar-
ragens também estio mostrados na mesma Fi-
gura. Com a construcdo dessas barragens, as
vazdes regularizadas a serem proporcionadas is
usinas serfio acrescidas, Os regimes dos rios sao
tais que, além de uma certa poténcia instalada
€ necessirio providenciar capacidade de regulari-
zagio a montante das usinas. Ainda mais, usi-
nas hidroelétricas nio representam perdas con-
sumptivas o que indica certo grau de comple-
mentaridade ({(salvo por efeitos sazonais no uso
da agua) com oportunidades de investimentos
em projetos de irrigacio também presentes na
bacia.
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Sumarizando, para atendimento da deman-
da de energia elétrica torna-se necessario agre-
gagbes na capacidade instalada. Kssas agrega-
¢bes poadem exigir a construgio de barragens pa-
ra regularizacdo e, dado a eventual existéncia
dessas barragens, torna-se viavel a construcio
de projetos de irrigagdc. Neste ponto deve estar
claro que as técnicas de andlise por componen-
tes isolados nio podem, adequadamente, repre-
sentar tdéda a complexidade do problema, O
modélo a ser discutido permite uma represen-
tacido mais realista se bem que ainda adote hi-
péteses simplificadoras. Num estado de carater
pratico ésse modélo poderia ser estendido e seus
resultados posteriormente testados utilizando
técnicas de simulacio.

O insumo hidrolégico é bastante simplifica-
do: consiste apenas em duas estacdes (séca e
umida) cada uma com duracio de 6 meses; o
deflavios esperados nestas duas estacoes foram
calculados a partir do traco histérico. O regime
fluviométrico & de carater nitidamente glacial
ja gque a bhacia se encontra localizada nas encos-
tas da Cordilheira dos Andes. Rste fato explica
a vazao da estacdo séca (isto é com defluvios
afluentes menores}) ser aquela que apresenta

maior indice de pluviosidade.

A demanda de energia clétrica na regifo em
estudo apresenta ligeiro efeito sazonal: é ante-
cipado que, da energia gerada durante o ano,
52% serdo consumidos durante a estacio séca.
A Agua suplementar de irrigacio necessaria em
cada estagho foi computada utilizando dados re-
gionais,

O horizonte de planejamento é dividido em
intervalos de tempo iguais; no inicio de cada
intervalo a decisfo sdbre acréscimo de capacida-
de pode scr tomada. O periodo de maturacio
para todos os projetos fol assumido como sendo
igual ao intervale de tempo entre duas decisoes;
um projeto sendo escolhido para construcao en-
trara em servico no inicio do proximo intervalo.
Esta disposicdo poderia facilmente ser alterada
assumindo-se intervalos entre decisGes varidveis
e periodos de maturacio variaveis de acérdo com
a natureza do projeto.

Usinas hidroelétricas e barragens sio compo-
nentes que exibem fortes economias de escala:
valores apontados na literatura sio respectiva-
mente da ordem de 0.5 e 0.6. Por outro lado,
projetos de irrigaciio por se constituirem de uni-
dade modulares praticamente tém seu custo pro-
porcional & capacidade. Este fato influi de ma-
neira decisiva na formulacio do modélo.

Para os componentes que exibem economias
de escala o modélo oferece, em cada intervalo
de tempo, algumas capacidades selecionadas ex-
ternamente. A cada capacidade, em cada inter-

valo de tempo, € assinalada uma variavel inteira
com 0s Unicos possiveis valores de zero e um.

0O modélo seleciona o planc de investimen-
tos escolhendo as obras a serem construidas fa-
zendo os valares correspondentes das variaveis
inteiras iguais a um. Para os componentes que
nao exibam economias de escala, a curva de
custo ¢é linear ¢ a capacidade pode ser repre-
sentada por uma variavel continua, em cada
periodo.

III-2-1 — Glossiario de Simbolos

Esta se¢ao introduz os simbolos que serdo uti-
lizados na construcdo do modélo a seguir apre-
sentado; sugere-se consultar a Figura 5 para
acompanhar o significado de cada simbolo,

t
X — variavel inteira (0,1) associada com a

e primeira etapa da usina A no periodo
t; para melhor ilustrar as interdepen-
déncias fisicas entre os diferentes com-
ponentes a usina A pode ser construi-
da em duas etapas. A varidavel t pode
assumir valdéres de 1 até T, sendo T
o horizonte de planejamento.

X oy conjunto de capacidades, definidas ex-
ternamente ao modélo, possiveis para
construgdo da primeira etapa da usina
A; t = 1, I;,, onde I,y € o nimero
dessas capacidades.

x ,,. — variavel inteira (0,1} associada com a
segunda etapa da usina A no perio-
do t;

X ,, — possiveis capacidades para a segunda
etapa da usina A; i = 1, I;y;

X o — varidvel inteira (0,1} associada com a
construcio da barragem B, com volu-
me de armazenamento ¥y, Do periodo
t;i=1 I, t = 1, T;

Vo, — possiveis volumes de armazenamento a
serem construidos no loeal da hbarra-
gem B;

T . i :

X, — variavel inteira (0,1} associada com a

construgac da barragem C, com wvolu-
me de armazenamento V.., o periodo
t;i=1 It =1 T;

Ve, — possiveis volumes de armazenamente a

serem construidos no local da barra-
gem C;

REVISTA D.AE.




By

1A

Bl

QJN

Qg
QJut

QK“

V_]'lst.

VAlsl

Vst

VAt

VIut

VA2|1t

lar —

variavel inteira (0,1) associada com a
construciio da barragem D, com volu-
me de armazenamento Yp, DO periodo
t;i=1,ID,t=1,T:

possiveis volumes de armazenamento a
serem construidos no local da barra-
gem D;

vazao necessaria, durante a estagao
umida, para gerar a energia correspon-

dente a instalagdo da poténcia X 14

idem, para o segundo estagio da usina
A se a potnécia X2u € instalada;

idem, para usina D se a poténcia XDI
instalada;

vazao necessaria, durante a estagao sé-
ca, para gerar a energia corresponden-

te a instalagao da poténcia Xl.u

idem, para o segundo estagio da usina

A se a poténcia X,,Al é instalada;

— idem, para usina D com capacidade ins-

talada X v
i

vazdo turbinada na usina J, durante a
estagio séca, no periodo t;

idem, usina K;

vazio turbinada na usina J, durante a
estacfo umida no periodo t;

idem, usina K;:

vazio no conduto nimero 1 da usina J,
durante a estagao séca, no periodo t;

idem, usina A;

vazdo no conduto ntimero 2 da using J,
durante a estagio séca, ho periodo t;

idem, usina A;

vazao no econduto nimero 2 da usina J,
durante a estacio umida, no periodo t;

vazao no conduto nimero 2 da usina A,
durante a estaciio Wimida, no periodo t;

volume armazenado no reservatdrio I,
da estagdo séca & Umida, no periodo t;
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volume armazenado no reservatorio H,
da estagio séca 4 umida, no periodo t;

volume armazenado no reservatério H,
da estagdo umida & séca, no periodo t;

volume armazenado no reservatorio I,
da estacAc Umida & séca, no periodo t;

vazdo suplementar de irrigag¢io para o
projeto E, na estagdo séca, durante o
pericdo t;

idem, projeto F;

idem, projeto G;

vazdo suplementar de irrigagdo para o
projetc E, na estagdo Umida, durante
¢ periodo t;

idem, projeto F;

dem, projeto G;

energia anual gerada pela usina J, du-
rante o periodo t;

idem, usina K;

superficie irrigada do projeto E, du-
rante o periodo t;

idem, projeto F;

idem, projeto G;

taxa de desconto anual;

fator de desconto para beneficios ini-

ciando no periodo t;

fator de desconto para custos incorri-
dos no periodo t;

valor presente dos custos da pri-
meira etapa da usina A com ecapaci-
dade X, ., — valor presente é referido

ao inicic do pericdo da construcio;

idem, segundo estiagio da usina A com
capacidade X

2a1 *

idem, usina D;

valor presente dos custos da barragem
B se o volume Vo, estiver disponivel; o

valor presente é referido ao iniecio do
periode da construgiio;

57



K c¢i --— idem, barragem C;

Cy — walor presente dos custos unitarios de
operagao para a usina J; ésse valor
presente é referidc ao inicio do periodo
em considerac¢ao;

Ck — idem, usina K,

Cg — valor presente dos custos totais unita-
rios para o projeto de irrigagio E; o
valor presente é referido ao inicio do
periodo em consideracdo;

C.  — idem, projeto F;
Cg — idem, projeto G;
B 14" valor presente (referido ao inicio do

periodo de construgdo) dos beneficios
liquidos para a primeira etapa da usi-
na A com capacidade XlM H

B ox, T idem, segunda etapa da usina A;

B 0 — idem, usina D;

Bg — valor presente dos beneficios por uni-
dade de area irrigada para o projeto E
(valor presente referido ao inicio do
periodo em analise);

Br - idem, projeto F;

Bg -- idem, projeto G;

Iy -~ valor esperado do insumeo hidroldgico no

ponto 1 (ver Figura 4}, durante a es-
tagio séca;

I — idem, durante a estacioc Umida;

R(t) demanda de energia elétrica a ser aten-

dida no tempo t.

(um conjunto equivalente de simbolos & definido
para o insumo hidrolégico em cada um dos outros
pontos assinalados na Figura 4).

Todas as grandezas presentes devem ser me-
didas em unidades consistentes; assim, por exem-
plo, se os defluvios afluentes forem medidos em
108 m3/estagdo os volumes armazenados O Serao
em 106 m3.

MI-2-2 — Eqguacoes de condicido

Neste ponto & conveniente recapitular a es-
tratégia do modélo. Componentes de 3 tipos di-

ferentes estio presentes no modélo:

it

a) JA construidos — sido as usinas J e XK e
barragens H e 1. Esses componentes jai tém
sua capacidade definida mas comparecem no
modélo devido a4 possibilidade de alterar as
regras de operac¢ao. Custos de manutencio
de barragens sdo desprezados e aguéles asso-
ciados com as usinas sfo considerados direta-
mente proporcionais 4 energia gerada. Por
essa raziao as varidveis de decisio associadas
com essas oObras sido tratadas como conti-
nuas;

b) obras novas sem economias de escala — as
variaveis de deciséo associadas a essas obras
sio continuas pois a relagio custo x capaci- ’
dade pode ser considerada linear;

¢} obras novas com economias de escala -
estas exigem variaveis discretas; a cada lo-
cal onde existam oportunidades de investi-
mento e em cada pericdo o modélo escolhe,
entre o conjunto de eapacidades que lhe fo-
ram oferecidas, aquelas que satisfazem as
equacdes de condigdo e que proporcionem o
ponto 6timo da fungdo objetivo.

O primeiroc conjunto de equagdes de condi-
cdo diz respeito a nao-negatividade de vazdes
nos trechos intermediarios do modélo.

Por exemplo, imediatamente a jusante da
barragem H o sistema perde o insumo ndmeroc
3; é preciso entio assegurar ¢ue a vazio no
trecho do rio apdés essa perda continua sendo
maior ou igual a zero,

Ipp — (yp™ — yg" =I5 > 0 (II1-2)

Ie + (MH"- - yH”t) - I > 0 {I1I-3)
t=1"1T

Da mesma maneira, imediatamente a jusante
da derivacdo para a usina K,

Ls — (yyt — v — T+ Lo —

- Q> 0 (111-4)
10 4+ (y}{" — yHHl) - Iv 4 Iy -
- Qg > 0 (I11-5)
t=1T

Analogamente, a vazdo desviada para o conduto
forcado nimero 1 da usina J nio pode ser maior
do que aquela disponivel imediatamente a mon-
tante.

I — Gyt — v — I+ Le +

4 I — VIt 30 (I111-6)
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Iz“ + (yﬂ,l - MH”t) - Iau + 14“ +
+ I = Vi 3 g (III-T)
t=1T

Para o conduto nimero 2 da usina J escreve-se,

s = Gyt — y") + I — VISt » 0 (IIL-8)
Liv 4+ Gyt — ")+ It = Vit » 0 (-9
t =1, T

A vazdo turbinada na usina J sera,
Qi = VI 4 Vs (1I1-10)
Qut = VIt ¢ yIgu (ITI-11)

t = 1T

Para a usina A, conduto namero 1, a condigao
de continuidade escreve-se,

Iz
I + 3 xt Vg + Iy - VA 3 O
H i
i=1
(IT1-12)
Ip
Iq“ +_TIXIB]~ MB,_ + Iyv — VApw > 0
im -

(III-13}

~
I

1, T
ldem, conduto numerc 2

Izs - (MHIL —_ y}[”l) — Igs & Iqs + Isa +
+ Izs — (MI“ — yIrrt) + IGS + Ips —

~ VA > 0 (111-14)

12“ + (ynf( - MH”t) — _'[311 + ]'_4u + Izv +
+ ILiv + (yl’t - yz":) + Ist 4+ Ipv —
— VAt 20 (111-15)

t=1T

A vazao total turbinada na usina A sera:

I]_A I2A
IoX,t QlAl L Xoa, h QZAi 'S
iw1l i=3
< VAt 4+ VA (111-16)
Lia Is
z xlAi h Qlal- N X2Al ! QQA.; v
j=1 im ]

£ VAUt + VA (ITI-17)

t=1T
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Para o projeto de irrigagio E valem as se-
guintes eguacdes de condicio:

P = ™ = v™ = Ie + Ie + I+

+ I = Gyt = oy o+ T+ I o4 I+

Iy
. [ s
+ .1 xBi yBi + Igs 4+ Iy
i=1
— Qe 20 (I11-18)
Lok (= oy = I8+ I o I+

+ I o4 (-!flﬂ. - 3[If"l) + lav 4+ 17'“' + Fgn —

Iy
—_ ‘\: ’{B‘ t\i'r; + Iﬁu + 110“ -
im1 :
- Qe 2 0 (I11-19}
t =1T

Para a usina D,

Ipd - (-ijt — ynﬂt) — Iss 4+ I8 4+ Iss +

+ Ly — (gt~ )+ I+ I+ I+
Vi Yr
Ip

* i2 1xBi : MBi

+ Is* + Dt - Qg' -

Ip
- 3 xDi LQU,

i=1

S - @ 0 (ITI-20}

It 4 (\L']-[,t — y}{”t) — Ipw 4 Tgv 4 Igv +

+ I o+ Gyt = oy 4 T o I o4 I —
—_— }: xﬁi t yB]- + Igu + I]O“ - QEm —
im1
In
- 3 xDi tQDa - Qe 2 b (I11-21)
iw]l
t =1T

W' < 3 ox, Qg (111-22)

Qe < b3 Xt Qh1 0 {111-23)
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Apesar da aparéncia impressionante é im-
portante notar que as equag¢des acima exprimem
um s¢ fato e muito simples: a condicdo de con-
tinuidade. A técnica de escrever essas eguacgoes
reflete essa simplicidade: basta fazer uma con-
tabilidade hidrica.

O segundo bloco de equacgdes de condicdo di-
zem respeito ao atendimento de demanda de
energia elétrica e escreve-se,

Lia
ax Qg + a; Qn +i§; Xia " Xh1 +
-]
Iza Ip .
+ X xﬂAilx'ZAt + 3 th ‘xnl >
im1 im]l
> R(t) (II1-24)
t = 1T

Essas ultimas equagGes requerem varios escla-
recimentos:

a) ax € ay SA0 os coeficientes tecnolégicos que
transformam vazdc em energia gerada; as
usinas J, K sdo bastante distanciadas das
barragens e trabalham em condi¢cdes de que-
da constante o que torna oy € g constan-
tes. Para as usinas A e C os valdres de ea-
pacidade e vazdo s@io relacionados externa-
mente ao modélo.

b) a forma da curva de demanda & imaterial;
tudo o que se precisa conhecer é a deman-
da em alguns pontos localizados no eixo dos
tempos. Esta é uma generalizagdo impor-
tante sbbre o primeiro modélo.

¢) o atendimento da demanda é exigido sa-
mente na estacio Gmida; para as usinas A
e D as capacidades escothidas externamente
ja sdo suficientes para atender a demanda
sazonal de energia. Para as outras torna-se
necessdrio incluir equacgdes de condigio re-
lacionandc as vazdes turbinadas,

Qs = 1.08 Qu (IT1-25)

Qs = 1.08 Qgut (I11-26)
O coeliciente 1.08 atende a variacio sazonal de
demanda em energia elétrica ja mencionada an-
teriormente.

O préximo conjunto de equagdes estabelece
que a segunda etapa da usina A sé podera ser
construida simultdneamente ou apdés a constru-
¢ao da primeira etapa,

tr Iga I
b3} p X‘2A1 SO b xt 14, (1I1-27)
tm] [m] tml j=2
= 1T
1]

As barragens H e 1 ja estdao com suas capaci-
dades definidas e os volumes armazenados nao
podem exceder essas capacidades

MH" - yHrrt g Mﬂmu (III-28)

- (yH'L — !H”[) % VHmnx (II1-29)

yl't - MIN !;_ V[mu (I[E-30)

- (VI"' - yl”i) < ’ylmu (ITI-31)
t=1T

Analogamente a vazido maxima de enhgolimento
da usina K ji esti fixada,

Qet € Q (I11-32)

max

Q" < Q (111-33)

max

Da mesma maneira os condutos for¢cados que ser-
vem a usina J jA estio em operacio e tém uma
capacidade maxima de engolimento,

VIt < VI, (I11-34)
mazx

VIpt € VI, (111-35)
mat

Vig < VI, (I11-36)
max

VIst € VI, (III-37)
max
t=1,T

Como a estagho chuvosa é aquela que dispde
de menores deflivios afluentes torna-se necessa-
rio dispor de mais agua suplementar de irrigagéao
na esta¢ac umida (aguela com maiores defluvios).
A relacao entre as vazides suplementares de irri-
gacio fol analisada em func¢io das condigdes lo-
cais e concluiu-se que as seguintes relaces de-
vem vigorar,

Qe = 17.85 Qg (II1-38)
Qi = 17.85 Q= (III-39)
Qgut =~ 17.85 Qe (III-40)

t=1"T

Por razées sociais, nao é possivel decrescer a
quantidade de dgua suplementar de irrigacio ao
longo do horizonte de planejamento; éste fato exi-
ge que

Qg (1=1)

< Qg (111-41)
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Q=) g @ (I11-42)
Qg (-1 € Qg (I11-43)
t=2T

Finalmente, torna-se necessario impor que um
dado projeto nio possa ser construide mais do
que uma vez,

A essas restrigdes juntam-se aquelas usuails des-
ta classe de modélos: as varidveis de decisio in-
teiras sdo sujeitas a tomarem valéres iguais a
Zzero ou um exclusivamente e as continuos va-
léres maiores ou iguais a zero,

III-2-3 — Funcio Objetive

O objetivo do medélo é procurar a estratégia
que maximize o valor presente dos beneficios li-
quides e atende A crescente demanda de energia
elétrica.

O horizonte de planejamento é dividido em
T intervalos cada um com n anos, isto é, o tem-
po coberto pelo processo de decisdo é de nT
anos. Decistes sfbre agregacio de capacidade
serdo tomadas no inicio de cada intervalo, Os
custos incorridos por essa agregacic sio consi-
derados concentrados no ponto médio do inter-
valo; os eventuais beneficios serdo disponiveis a
partir do infcio do intervalo seguinte. A’ Figu-
ra 6 ilustra ésses detalhes.

IEH[FI‘CIGS 3:0 CONSIDERACCS -ATE o FINAL D& Y10k UTIL D9 PROJETO

T . I,
t 1 ITI-44)
A (
T  Iza
3 (I11-45)
El i§1 .sz’ <7
T Iy
s 03 ox, tg1 (I11-46)
t=1 jim1 '
T I
5% x,t €1 (111-47)
t=1 im1 !
T Ip
5 0% x, t <1 (111-48)
twl im1 !
PECISOES 340 TOMADAS WO
INCID DE Caba INTERVALD
|
ba— & anes —w] ‘ Di
. ' : 5 it

CUSTOS S48 CONCETRADOS
NG MEID 0O INTERVALO

FIGUARA & - D!SPOSICEO TEMPORAL DE  CusTOS

Para escrever a funcdo objetivo é conve-
niente analisar separadamente projetos represen-
tados por variaveis inteiras e continuas.

" Para 0s primeiros, seja para um projeto ge-

nérico,

B — valor presente dos beneficios liquidos re-
feridos ao inicio do intervalo no qual a
decisgo & tomada;

K — custos do projeto;

Dyt = fator de desconto para os be-

1 + r)nt

REVISTA D.AE,
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£ BENEFICIOS

neficios, ¢ usado para transladar benefi-
cios até a origem de contagem do tempos;

1
fator de desconto para os

n
Q4+t —
custos usado para computar o valor pre-
sente (até a origem dos tempos).

Em correspondéncia a ésse projetd existira um
térmo da forma

T

5 xt (Dgt B — D¢t K)

t=1
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na func¢do objetivo,

Para um projeto genérico representado por
variaveis de decisdo continua seja,

b - valor presente (referido ao inicio do pe-
riodo no qual a decisido é tomada) do be-
neficio unitario;

- eusto unitario;

X: — capacidade agregada no periodo t;

O térmo correspondente a ésse projeto sera:
T
¥ (Dt b — D¢t ¢} (Xt - Xt=1)

t=l

com a convencdc adicional que X'-1 = 0 para
t = 1.

A funcio objetive por ser escrita como

T
3, Xt (Dt B —

tel

3
M, } projetos A A-B CcD
5

- Dgt K) + projetos E,F. G H, [ J, K

(Dy' b — Dot @ (X — Xt=1)

b

I11-2-4 — Sumsrio

O modélo apresentado mostrou que proble-
mas de expansiac de capaclidade incluindo com-
ponentes que exibam economias de escala, inter-
dependéncias e até mesmo indivisibilidades po-
dem ser equacionados com auxilio da progra-
magdo linear mista com algumas variaveis res-
tritas nos valdres zero ou um, As vantagens
desta formulacdo sdbre a analise per componen-
tes isolados sao obvias, E também, nao menos
sbvio, & o acréscimc em esforgo que deve ser
dispendido para equacionamento e solugao do
problema.

Este modélo poderia ser reformulado, & cus-
ta de maior sofisticacio matematica, para incluir
efeitos estocasticos devidos & condighes futuras
de demanda e insumos hidroldgicos.

Diversas variantes do modélo acima descrito
foram testadas utilizando-se um algoritmo pre-
parado  por Davig-Kendrick-Weitzman (16); o
programa de computader para sua implementa-
cao fni preparado por Davis (17).

Os modélos testados tinham dimensdes em
torno de 210 variaveis continuas, 24 variaveis in-
teiras e 170 egquacgdes. O computador usado foi
um IBM 7044 do Iarvard Computing Center. 8]
tempo médic de cada processamento foi de 4
minutos. Problemas de convergéncia foram no-
tados ¢ que Impossibilitou obtencio de wvaldres
numéricos para alguns dos casos testadas.

IV — CONCLUSOES

O advento de computadores digitais permi-
tiu uma mudanca radical nos métodos de anali-
se de programas de investimentos. Esta mudan-
¢a ¢ claramente sentida guando os deois modé-
los aqui discutidos sdo comparados. Maior es-
férco no equacionamento e solucdo do modélo
permite maior aproximacao com a realidade fi-
sica e econdmica do sistema analisado.

O primeirc modélo apresentado pode ser
classificade como um exemplo de analise classi-
ca, isto & analise feita individualmente para ca-
da componente. O segundo modéle representa
uma aplicacio da metodologia da Analise de Sis-
temas a problemas semelhantes. Este iltimo mo-
dalo poderia ser estendido para tratar de pro-
blemas dinamicos (18) dos quais expansao de ca-
pacidade & apenas um caso particular, Neste
ponto, uma adverténcia torna-se necessaria. Se
pem que a metodologia de Anilise de Sistema
possa parecer um processoc matematicamente pre-
ciso e bem definido para definicio e avaliaclo
de programas de investimentos, ela ainda sofre
de algumas restrigdes. Julgamento e intuicéoc
sio usados na elaboracio de modeélos a éste fato
deve ser claramente apreciado quando da inspe-
¢cao de resultados aparentemente exatos apresen-
tados pelo computador.

Analise de Sistemas, pelo menos no estado
atual da arte, tem a finalidade de ajudar o ana-
lista a identificar os melhores projetos de ma-
neira tal gue sua intuicio e julgamento Serao
apoiados por essa metodologia. O objetive da
Analise de Sistemas ¢é agucar o julgamento e
intuigdo e nfdo é& substituto para 05 mesmdas.
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