METODO GERAL DE CALLULO
DAS REDES HIDRALLICAS

Por Tufi M. Assy *

1 — SUMARIO

Até ha pouco tempo a preocupagdo dominante
dos trabalhos versando sObre a analise das ré-
des de distribuigdo, consistia em resolver um
conjunto de equagdes ndo lineares que regem
¢ seu comportamento hidraulico, Os diametros
dos condutos, os coeficientes de resisténcia e
as vazdes nos nods eram considerados dados e
o problema era resolvido por linearizagéo mais
ou menos engenhosa daquelas equagdes em
relagdo as incognitas que podiam ser ou as
cargas piezométricas nos nés ou as vazées nos
diversos tramos da réde. Este tipo de solugdo
& apenas um aspecto particular de uma analise
bem mais ampla que os sistemas de transporte
para adugao e distribuigdo podern suscitar. As-
pectos operacionais, contréle e outros sao igual-
mente importantes, e precisam ser analisados.
Com vistas a éste objetivo, o Autor propde um
método geral de calculo capaz de determinar o
comportamento hidraulico da réde para uma
combinagido qualquer de incégnitas. As rédes
podem conter elementos hidraulicos quaisquer
(condutos, valvulas, bombas, reservatorios) de
curvas caracteristicas conhecidas, e as incég-
nitas padem ser combinagdes de vazdes nos
tramos e/ou vazdes nos nos e/ou coeficientes
de resisténcia. As equagdes sdo desenvolvidas
para as malhas (1) e o balanceamento & feito
com as diversas incégnitas em jégo pela intro-
ducdo sucessiva de corregdes, ralzes de siste-
mas de equagdes lineares (2.
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(1) Com objetivos idénticos foi proposto recen-
temente (1968) um método geral em que o
equacionamento se desenvolve nos nos da
réde e entre as incagnitas se incluem cargas
piezométricas. Cf. Shamir, U. e Howard,
C., Water Distribution Systems Analysis.
Journal of the Hydraulics Division, ASCE,
Jan-1968. :

(2) O presente trabalho é em esséncia, um mé-
todo apresentado pelo Autor acrescido de
um desenvolvimento complementar, Cf. As-
sy, T. M., Rédes de Distribuigdo de Agua.
Célculo Numérico e Analdgico. Tese ao con-
curso de Livre Docéncia EPUSP - 1959, Ver
também Assy, T. M. —— Métodos de Calculo
das Rédes Hidraulicas. Revista D.A.E. Ano
XXVHI - n.© 70 - dez. 1968.
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2 — FUNDAMENTOS TEORICOS
E CONVENCOES

A réde hidraulica compreende L condutos de
didmetros dados, M malhas independentes, N

noés e sua geometria € conhecida. Q;; e JA i

indicam respectivamente a vazéo e o gradiente
de energia referentes ao elemento hidraulico
comum a malha de n° i e & malha de n® |
Se entre i e | ndo ha elemento hidraulico que
lhes seja comum, entdo Q;; = 0 ou AHij
=0 .(V.no8).

O equacionamento das rédes hidraulicas pres-
supde um sentido de percurso a ser atribuido
as maihas, igual para tédas. O usual é consi-
derar ésse sentido coincidente com o dado
pela marcha dos ponteiros do relégio. Conven-
cionam-se positivas as vazdes {e ndo necessa-
riamente os gradientes de energia), nos tramos
ij (comuns as malhas i e j) quando o sentido
de circulagao do liquido nesse tramo é coinci-
dente com o sentido de percurso para a malha
a que pertence o referido tramo. Se Qj; € a
vazo vista da malha i e Q; a vazdo vista da

matha j, ambas estabelecidas nas mesmas se-
¢des do tramo ij, tem-se evidentemente Qj;

=— Qj .

Em decorréncia desta convengdo as vazdes
saindo e entrando nos nds passam a ser pre-
cedidas de sinais algébricos apropriados. Cer-
cando o nd por uma superficie de contrble que
secciona todos os condutos que néle concor-
rem, ver-se-4 que as vazdes sdo positivas se,
vistas da matha i, e saindo do né s=1,2, N,
o liguido circula no sentido do percurso ado-
tado para a referida malha i. Ao contrario, sao
negativas se, vistas da malha i, e entrando no
né o liquido circula no sentido do percurso ado-
tado para a referida malha i.

Pela mesma razdo as vazdes externas que
concorrem no nd sdo positivas se saem do nd
e negativas em caso contrario. Respeitadas
estas convengdes de sinais o problema das
rédes hidraulicas pode ser enunciado como se-
gue: determinar uma distribuigiio da vazbes
Qj; e C; que, satisfazendo & equagio da con-
tinuidade em todos os nods, os gradientes de
energia resultantes para todos os elementos
hidraulicos intervenientes {condutos, bombas,
valvulas, reservatérios) devem ser iais que:
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M
> . An =0 =12, ... M

] =
onde AAH; representa uma perda de carga

hyj se o elemento hidraulico & um conduto ou
uma valvula e representa um ganho de energia
se o elemento hidraulico € uma bomba.

A perda de carga estd ligada & vazéo por
formulas do tipo, que preservam 0 mesmo sinal
a ambas as variaveis

n-1
Mo, = K loy|™" @
onde n é um numero dado e K;; € o coeficien-

te de resisténcia. No caso de um conduto e
empregando a férmula universal de perda de
carga, tem-se n=2 e

ij

8 Lo

K=t
T2 p3

q
onde L, ¢ o comprimento do condute, D ©
diametro e i é dado pela formula de Colebrock
e White

1 2K, 18,7]

1,74 - e
VT 20 Yooy [ 5° * Ry

onde K, é a rugosidade uniforme equivalente

e R é o n.? de Reynolds.

No caso de uma bomba, incorporada a réde
entre as secdes extremas do conduto ij, o gra-
diente de energia é dado pela carga manome-
trica da bomba. Supde-se que a bomba é um
condute ficticio cujas segbes extremas sdo as
secbes de entrada e saida da bomba e cuja
curva caracteristica & a curva caracteristica da
bomba que se pode pdr sob a forma:

H Para Q.Ij =0

2}

j H, + in"j para Q> O

[+]
H,. m, n sdo constantes a determinar a partir

da curva caracteristica da bomba. Se sdo M
malhas engendradas pelo sistema de transpor-
te para adugao ou distribuigdo, entdo M equa-
¢bes simultdneas nao lineares podem ser es-
critas e portantc M incognitas podem ser
determinadas. Parte destas incégnitas sao au-
xiliares, introduzidas para gerar um maior
numero de incagnitas principais como vazoes
nos nds e nos tramos.

Para a réde a ser resolvida, a combinacéo das
incognitas principais deve atender a determi-
nadas condigbes, examinadas ‘mais adiante.
Como as equagdes simultdneas néo sdo linea-
res, a solugho pode ser obtida por iteragoes
sucessivas, usando, como s& expde a seguir,
um método adequado gque conduz & conver-
géncia.
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3 — O METODO

Construa-se a seguinte fungdo, associada a
malha i,

M
H:ZE :AH"_ i=12,....M (2)
i=1
que reune sob o sinal da soma os gradientes
de energia, ligadas aos tramos que cercam a
referida malha. Quando as malhas i ¢ | ndo
possuem {ramos em comum, pomos

AH; =0

Como o numero de incognitas que compare-
cem no sistema de equagdes (1), em térmos
de Kjj e Qj € excessivamente grande em

relagdo ao nimero de equagdes, gque por sua
vez é o numero de malhas engendradas pela
réde, recorremos a um artificio que é o de
operar uma mudanga de incognitas de maneira
que as novas variaveis, dilas agora incognitas
auxiliares, sendo de numero reduzido ao mi-
nimo é capaz de gerar o maior nimero possi-
vel de incognitas principais a serem estabele-
cidas para a réde. A mudanga de incognitas e
mais indicada para as vazdes Q; . Sejam

Q;, i=12, .... M, vazdes ficticias associadas

as malhas i, que desempenham o papel de in-
cognitas auxiliares, e Gy , constantes a deter-

minar, dadas pela relagdo Q; = Q; —Qj +
Cij e sujeitas as mesmas convengdes de sinais

dos Q;; . As propriedades caracteristicas desta
relagdo e o significado dos Cjj serao adiante

precisadas. Sejam agora Qi eQ e Kjj ¢ Ko

grupo de incognitas selecionadas para uma da-
da réde hidraulica. H; é uma fungdo dessas

variaveis. Para linearizar o sistema de equa-

¢bes (3 desenvolvemos Hj, pela formula de

Taylor adstrita & derivada de 1.2 ordem. Sendo

Q% ¢ Qek§ g K  os valores das in-

cognitas decorrentes da iteragdo de ordem
(«)e pondo:

H‘f’:l—l.‘[o‘i“). K(i‘i")] #0
resulta:
(o)
—=H. + — K.
H) He o+ > aK“) AKX+
KﬁER
-4 ao; AQI
OiEQ

donde o sistema de equagdes lineares nas in-
cognitas A\Q; ek [of. (1]:
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K,EK Q;t0 !
= — H(id}, i=1,.2,. M (3
onde: X
aHI iij
AY
3K, K, @
aHi B BHI 80” ) . hfu . ‘
aq, 8Q, 8q;  Q, bAd B
aHi _ a(AHL]) .
5a,  8q, J=J 8
aH. aH, 3Q; M aH
D _L.fJT_E i (7)
8Q.  aQ. 3Q, , 3Q
| ] j A ]
3H. IH, 1=
— =" (8)
aQ; aqQ,

As equacdes (5} e (6) procedem quando no
tramo iJ esta instalado um elemento hidraulico,
de curva caracteristica especial {bomba, p. ex.)
fungdo continua, porem com derivada descon-
tinua. Tais pontos de descontinuidade das de-
rivadas devem ser examinados em cada ite-
racado para ajustar cuidadosamente os coefi-
cientes que intervém no sistema de equa-

¢oes(3). Ao fazer Q; = Q, —Q,+ Cy (9

esta-se implicitamente admitindo que 08 Cj

satistazem a equacgio da continuidade nos nos.
As seguintes propriedades s&o entdo decor-
rentes:

a) Se a vazdo Q; em um tramo ij & conside-

rada um dado do problema, tem-se da re-
lacao (9): _
agao (9) ACanO;—'&Q‘!

Portanto, as vazdes nos nos extremos do tra-

mo ij consideram-se incégnitas se no decorrer

das iteragbes fOr sempre admitido que Q7 Q

e consideram-se dados do problema se for

sempre admitido que Q; = Q;

b) Se a vazdo C; num tramo ij &€ considerada
um dado do problema, tem-se da mesma

relacac (9): Aoij = AQi _AQJ_

a qua! se aplicam as consideracBes anteriores.
Conclui-se ainda que a vazdo ficticia a ser as-
sociada a cada regido exterior as malhas de
réde & uma constante arbitraria.

Estimada uma hipotese de funcicnamento da
réde, determinam-se as incégnitas principais
que devem figurar como intervenientes e em
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correspondéncia se esbogam as incognitas
auxiliares que juntamente com algumas incoég-
nitas principais devem perfazer o total de M in-
cognitas (pois sao M malhas e portanto M equa-
¢hes}, para se escrever em seguida o sistema
de equacgdes (3). A matriz dos coeficientes de-
vera ter caracteristica igual a M para que a
solucdo exista e seja unica em relagac as
referidas incognitas.

A solucdc do sistema de equacoes (3) fornece
uma nova distribuigao das incognitas, segundo
as relagdes Q(if“ K Oi;vaQH, Cs(a L

ey . m
=Cs + ACA‘K(:T RENGLE
. /AK, .. ‘que’sera uma solugdo aceitavel
para a réde se, para qualquer malha i, se ve-
e o)
rificar | H,

préviamente fixado. Em caso contrario, sera
preciso passar a iteragac seguinte, recalculan-
do sucessivamente os coeficientes do sistema
(3), os acréscimos A\ Ky . /AQ,, a nova esti-
mativa das incognitas principais e os valores

H, (@~ 2) para coteja-los com o érro permiti-

do €, .

Notac? Quando as vazdes nos nos e os coefi-
cientes de resisténcia intervém como
dados para uma fixada analise da réde,
e as vazbes nos tramos se constituem
em incognitas para essa analise, o sis-
tema de equagbes (3) assume a forma
particular dada por

| <€, . onde E,6 um &rro

M hf” M hi,‘j
> e ey ,AQ]-[ZH T ]AQ-Hi (10)
LA 4 j 2 B

| =1 j =1

onde os coeficientes sdo os dados pelas
formulas (5) e (7). O sistema de equacdes (10} e
precisamente o obtido anteriormente pelo Au-
tor (3).

Exemplo: Para realgar as possibilidades do me-
todo, consideramgs, como exemplo, uma réde
muito simples, formada por duas mathas como -
jlustrada na fig. 1. Os seguintes casos podem
ser propostos:

a) As vazdes nos nds e 08 coeficientes de re-
sisténcia sdo fixos e.as vazdes nos tramos sdo
incognitas. Neste caso as corregdes serdo da-
das por:

_ _ L )
aH, aH, |
4 4
Aa, —=H
aqQ, 8Q, 4
aH.  aH -
2 & JAN
Q —H
3Q, 30 5 ° ]
L it 1L i

V. Formulas () a () ou () B
b} Os coeficientes de resisténcia e a vazao
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Q,, séo fixos porém G,, C,, e as va-

26es nos tramos (excluindo naturalmente
034) sdo incognitas.

Neste caso as corregdes serdo dadas
pelo sistema de equagdes anterior, com
aH, / 3Q, desfalcado do térmo relativo

aQ 43"
c) As vazdes Q 45 © NOS nos sao fixos, as de-

mais vazdes nos tramos e o coeficiente
de resisténcia K 44 sdo incégnitas: Neste

caso fazemos Q, = Q.. donde:

3H aH
—* i Aa, —H,
0Q4 8K43 : B
aH -
0 > AK —H
aQyg 43 5
9H, aHEl .
com e — 2 desfalcados do térmo refe-
804 805

rente a 045.

v

Vlf

4 — TESTE DE SENSIBILIDADE

O processo acima descrito permite ava-
liar o comportamento hidraulico da réde
para M varidveis, préviamente seleciona-
das e suscetiveis de mudangas simulta-
neamente. O problema que ora se apre-
senta consiste em, sendo conhecida uma
solugdo hidraulica H, == 0, i= 1,2,
M para uma dada hipotese de funciona-
mento da réde, determinar as variagbes
sofridas por um conjunto préviamente
selecionado de variaveis em fungéo da
variagdo sofrida por uma dnica variavel
n&o pertencente ac conjunto antes men-
cionado, e reciprocamente. A solugdo
déste problema tem interésse, inclusive,
para estabelecer regras operacionais pa-
ra a réde.

Selecionemos entdo as variaveié C.)j .

K.. &€ X, genéricamente designados por

1j
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xp, p= 1.2, M, suscetiveis de so-
frer cada uma de per si a alteragaoAx
em consequéncia de uma alterat;éoAy
sofrida por uma determinada variavel Yq

ndo pertencente ao conjunto mencionado
X, sendo Xp € Yq tais que: Hi(x1 .....
X Yot =O- Estas alteragdes podem ser
obtidas, pondo
dHi
T
Yq
relagao que conduz 3

¢ OH;
axp

axp
ayq

_BH,

ayq

i— 1,2, ....

XptX (11

REVISTA D.AE.



Resolvendo éste sistema de equagdes em re-
lacdo as incognitas axp/ay as alteragoOes
procuradas serdo dadas por Axp: {oxy /3Yq)
Ay Os coeficientes 3H, / axpe aH . /ayq
sao obt|dos da réde suposta balanceada. Quan-
do Xp @ uma vazao ficticia Q serd licito es-
crever:
oH,
aqQe

3H, 8Q;p

3Q;, 8Q

p

O sistema de equacdes (11} adquire a seguinte
forma matricial

[oq* ][ay"] [—--*]

em que 0 22 membro e o 22 fator do 12 mem-
pbro indicam matrizes-coluna. Cabem aqui con-

{12)

5 — CONCLUSAO

Desenvolveu-se um método geral de calculo
das rédes hidraulicas aplicdvel a uma diversi-
dade de hipdteses de funcionamento. As in-
cognitas padem ser reunidas em um conjunto
contendo isolada ou combinadamente vazbes
nos nos, vazdes nos tramos e coeficientes de
resisténcia. A solugdo de cada problema este-
cifico & obtida por iteragbes sucessivas, corri-
gindo as incognitas, em cada etapa, com in-
crementos que sdo raizes de um sistema de

6 — CONVENGOES E NOTAGOES

As malhas sdo enumeradas de 1 a M. Conside-
ram-sg para efeito dessa numeracio as M ma-
lhas internas e as malhas externas a réde. Estas
ultimas sédo ficticias servindo apenas para in-
dividualizar um tramo comum a duas malhas
contiguas. '

i — Indice designativo dos ndmeros 1 a M.
j — Indice designativo dos niimeros 1 a M.

ij — par de Indices que caracteriza um tra-
mo comum as malhas i e |.

Q i vazdo nas secbes do tramo ij
hfii — perda de carga distribuida do tra-
mo ij.
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sideragdes idénticas as apresentadas para o
sistema de equacdes (3).

Exemplo: Considere-se a réde ilustrada na fig.
1, suposta balanceada. A uma manobra da val-
vula colocada no tramo 56 as vazdes Qa4 e Qs

o 3Q, 3G,

sofrem variagdes dados
por: OH g K g

SH, aH, EIQ4

0

aQ, aqQq CL

AH4 AH 3Q, 3H,

3Q, 9Hs 3K 3K

onde os elementos da matriz quadrada s3o 0s
configurados pelas férmulas {3) a (8).

equacdes lineares. Como a ordem déste sistema
de equacgdes é reduzida {(pois é igual ao numero
de malhas, engendradas pela réde), o metodo
implica em economia de tempo se fdr utilizada
a computagdo digital. Um teste de sensibilidade
foi também apresentado. A técnica de compu-
tagdo & muito simples, consistindo, praticamen-
te, na solugdo de um sistema de equagdes li-
neares.

AH ; — gradiente de energia no tramo ij.
C,—vazéonondos= 12 .. .N
Q, — vazéo ficticia associada & malha i.
Kij — coeficiente de .resisténcia do conduto
ou da valvula instalada no tramo ij.
C.. — vazdo nas segdes extremas (nds) par

! contribuigdo do tramo ij.

K — conjunto das incognitas K ;
Q — conjunta das incognitas Q;

£,— & um numero arbitrario, previamente
fixado.

£ — simbolo indicativo de pertinéncia.
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