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INTRODUGAO

Considerado sob o ponto de vista do tipo e férma da estrutira
e quanto i determinacio dos esforgos devidos 4 varios sistemas de
carga, este trabalho ndo apresentaria, reaimente, novidade alguma,
porgquanto os estudos sobre estruturas hiperestaticas tém sido ampla-
mente desenvolvidos em tratados modernos sobre Estabilidade das
Construgdes.

Assim mendo, o presente estudo teria pouco ou nenhum valor.
pratico, e, consequentemente, ndo seria justificavel a sua publicacfo.
Considerado, porém, o problema quanto 4 forma de distribuicio das
pressbes sobre o terreno subjacente, temos em vista aprésentar um
trabalho de particular interesse, visto como, no processo de eliminacgéo
das ineognitas hiperestaticas, iremos admitir que as referidas pressdes
g6 oxercam segundo A lei das deformacdes elasticas da lage do fundo
do aqueduto.

AtS & presente data, na soluciio de problemas desta natureza, tém
sido sempre aplicadas as classicas leis do trapezio e do triangulo e, 4s
vezes, variantes destas, as quais, a nosso ver, nio passam de hipoteses
puramente arbitrarias. A favoravel aceitacio dessas regras e a sua
quasi exclusiva aplicagiio pelog técnicos 86 péde ser atribuida 4 grande
simplifica¢iio que introduz nos caleulos, emquanto que, por outro lado,
com a aplicaciio do principio acima preconizado, a solug¢iio dos proble-
mas seria bem mais complexa e laboridsa, Mesmo assim, julgamos nio
ser justificavel a preferencia dada a regras que até agora pio foram
<cabalmente sancionadas pela experiencia e, menos ainda, se justifica
a condenacfio feita 4 lei acima referida que, pelo contrario é baseada
em principios cientificos que ji foram comprovados por ensaios feitos
por insignes mestres e que, por conseguinte, devem fornecer a solugio
mais satisfatéria dos problemas sobre fundacdes, em geral.

Praticariamos um ato de injustica e, a0 menos tempo, de desleal~
dade, si deixassemos de citar aqui gue nfo nos cabe a paternidade da
aplicagdo desse principio. De fato, o celebre Féppl, em seu livro sobre
TRoesistencia dos Materiais, que, inegavelmente, 6 uma das melhores obras
-escritas sobre a Teoria da Elasticidade, dedica um inteiro capitulo ao
egtudo da mencionada lei de distribui¢io das pressoes, aplicada ao caso
.dos dormentes de estrada de ferro. E, mesmo, recentemente, o ilustre
Engenheiro Toledo Malta, um dos mais abalisados técnicos da moderna
-engenharia nacional, apresenion um beligsimo estudo sobre tenses
.olasticas nas fundacdes, em artigo publicado pela Revista Politecnica.
Nesse estudo o conceituado profissional, além de expdr a teoria, intro-
.«duz alguns artificios geniais, por meio dos quais os calculos ficam
-gsensivelmente simplificados. Lamentando que esse trabalho n&o tenha
gido levado a termo, fazemos votos para que o mesmo ric fique de-
finitivamente inferrompido, afim de se tirar, futuramente, todo o pose-
givel proveifo.
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A bem da verdade desejamos mencionar tambem que, na elabo-
ragio do projéto de aguedutos para a Adutora do Rio Claro, 0 saudoso
¢ douto Engenheiro Theodoro Ramos, entio Chefe da Comissio de
Obras Novas da Capital, teve ensejo de aplicar essa lei em alguns
casos. Infelizmente os trabalhos do referido engenheiro nfio foram di-
vulgados, tendo deixado apenas algumas ligeiras notas sobre esse pro-
jéto, consignadas, em forma demasiado sucinta, no Relatério final da
citada Commissdo.

Por conseguinte, em face da importincia deste assunto e desejando
_ tornar mais conhecido os principios nele envolvidos, resolvemos apre-
sentar este trabalho, no qual, outra pretencio nioc temos, ge nfo a de
ter ampliado os estudos jd feitos, descrevendo detalhadaments a parte
relativa 4 estabilidade, aplicada ao caso de um aquedito de concreto
armado, o desenvolvendo a parte matemétlca de forma accessivel a
todo profissional.

Dividimos o presente trabalho em duas partes. Na primeira, fare-
mos a exposiedo todrica de todos os principios e a deducic de todas
a8 férmulas para a determinagdo dos esfdrgos em aquediitos em cortes.
Todavia, afim de facilitar a compreensiio deste assunto, faremos inici-
almente um estudo sobre as deformacgdes elasticas em vigas apoiadas
sobre terrenos compressiveis. Na segunda parte apresentaremos um
exemplo numerico completo, no gual serfio executados, em primeiro
logsar, os calculos dos esfércos segunde um plano préviamente orga-
nizado, e tracados os diagramas de esforgos para o8 diversos casos de
cargas, e, em seguida, serd elaborado o projélo definitivo de um
aquediito de concreto armado.

PRIMEIRA PARTE
Teoria: Estudo dos esférgos
A) Vigas apoiadas sobre bases cempressiveis

1) Estabelecimento da equachio geral das deformacgies
elasticas.

Por se tratar de uma equacido geral, vamos, para facilitar, fazer
-a demonstra¢io para o caso de uma viga, de largura e momenio de
inercia constante, repousando, em toda a superficie de sua base, sobre
um terreno compressivel, sendo a viga submetida a uma carga vertical
uniformemente distribuida.

A dedugio da equacdo geral serd feila tendo em wsta a hip6tese
fundamental que a compressio do solo provoque deformaqoes olasticas
segundo a lei de Hooke.

39



_ Boletim da Repartigio de Aguas e Esgotos

Sejam :
z == abcissa de uma secciio transversal qualquer da viga.
y — ordenada correspondente da linha elastica.
g = pressiio exercida sobre o s6lo, por unidade linear.
6, = deflexiio da linha elastica no ponto z da viga.
"~ M. — momento fletor na seccio z da viga.
7= = forca cortante na mesma seccgio.

Pola hipéiese fundamental acima estabelecida a ordenada y é pro-
porcional 4 pressio g exercida sobre o terreno, e a lei pode ser assim
expressa: :

g =k Y (1)
onde k & um'iator gue depende da largura da viga e da compressibi-
lidade do solo.

Pola Teoria da Elasticidade e Resistoncia dos Materiais, sabemos
que:

T 9m=’§’—_; @
—Mx:EJ% (3)

T, = 4L (2)

g =%l ®

Donde, combinando as expressées (2) e (3), temos:
dy :
EJ gz M- (6)

Combinando as expressdes (4) e (6):

d'y

EJ dr = — 7% (7)

Combinando as expressdes (5} e (7):

dy

E, finalmente, combinando as equagdes (1) e (8), temos :
d4y . .
BJ= - +ky=0 _ ()}

Esta 6, pois, uma equacio diferencial linear, com coeficientes
constantes, de guarta ordem, sem segundo membro.
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Por meio de integracbes sucessivas podemos determinar a inte-
gral geral:

i AE: x

y=Ce cos’ + C,e sen> + Cse cos—+ C.e *gen < (10)

™8

KEsta expressfio represenfta a eguagdo geral das deformagdes
elasticas, onde:

C, C, Cye C, designam constantes de integrac¢do que serdo
posteriormente determinadas mediante as equa-
goes de condigdo.

base dos logéritmos neperianos = 2.718 _
uma constante que se obtem pela formula seguinte:

I

I

4 B ——
Y

k

Sendo, por defini¢io anferior:

E=Xb

V4 EJ
e —

A = fator de compressibilidade do solo
s — largura da viga

onde:

Este valor de e representa uma medida linear, como & facil de
se verificar. De fato, sendo dados os valores de £ em Ksfem’, J em
em’, X em Ks/em® e » em ems., verificamos que para £ resulta um
valor em ems.

Observm;ao importante

A titulo de curiosidade vamos mosirar em gue condlcoes espe-
ciais p6de ser valida a famosa lei do tmpezw, fendo em vista a ex-
pressdo geral das deformacdes elasticas, acima deduzida,

Si supuzermos a viga como sendo um solido perfez,tamente nm,do,
o valor de % tende para o infinito.

Si supuzermos o terreno como sendo um hqmdo parfetto, 0 va-
lor de M tende para zero. :

Em qualquer dos casos o valor de € tende para o 1nfm1to, e,

consequentemente, o valor de ? tenderd para zero, no limite.
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Portanto:

x &x

cos =1 ¢ " ee ° tondem para a unidade, ¢ no limite senZ. confunde-se
[ =

com O arco.

Substituindo-se esses valores limites na expressdo (10), teremos:
y = C + Cz—i‘:"l_ C; + C4-::‘

simplificando :
y=(C + ) + (—Cét—a)x

que 6 uma equagdo linear da forma ¥ — 4 + Bz, e que representa,
na realidade, a lei do trapezio.

Como, porém, as condigdes especiais inicialmente estabelecidas
sfio raramente conseguidas na pratica, conciuimos que essa regra 6,
inegavelmente, uma hipotese imperfeita e insuficiente para os casos
- praticos, sendo, pois, erronea a sua aplicacio, na maioria dos casos.

2) Expressies gerais para deflexiio, momento fletor e
for¢a cortante.

Para se conseguir as expressdes gerais supra mencionadas de-
vemos achar a 1%, 2% e 8.* derivada, respetivamente, da equacdo geral
das deformacdes elasticas (expressio 10).

Vamos, pois, determina-las:
a) Deflezdo angular

Pela equacio (2)

dy
g, — %
° T dx
Portanto:
z £ =z Z
0, = —15-[0" (¢" cos= — ¢" senZ) + C, (¢ cos = + & gen?) —
o X & x

- € T - E
— Cile "cos Z+e “sen=)+ O le “cosZ —e °genZ)

Simplificando:

& a5

0y = —E—- [Ce ° (cos = —sen =) + G’,ee,(cos% —senZ) —.

&€ @

—Ce “(cosZ + sen 2) + (. ° (cos\i:- — sen—) (11)
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b) Momento fletor

Pela equacio (8)
_ d'y
M. = EJ 2L

Portanto:

EJ s
— Ms= "7 [ ° (cos £ — sen + — cosZ — sen-2) +

&

€ :
+ Ci e (gen< -+ cos —sen< + cos T) +

&

e
+ Cse ~ fcos =+ sen + sen— — cos <) —
~E

— Cie “(cosZ + sen= — senZ + cos)]
. £
Simplificando e fazendo TR = K, teremos:

£ €x

- M. = -I-f_l-s[—- Ce’ sen” + Cye  cos> +

+ G’ae“ﬂE sen— - C4e_§ cos =1 (12)
(c) Forpa cortante
Pela equaciio (4)
Portanto, derivando e fgzendo 2—-E-;Tf = K teremos:

Ty = %,—a [~ Ce" (sen® + cosZ} + Cio° (cosT — sen{-). +

&€ &

+ Ce °© (cos®. — sen”) + Cie = (cosT + sen?)] (18)

- 3) Féormulas para a determinaciio das constantes de
integracho.

a) Estabelecimento das equagdes de condigdo

Para a determinacdio das constantes de integraciio que, no nos--
80 c¢aso, 8o quatro, devemos estabelecer quatro equacBes de condigdo,
de,conformidade com a natureza do problema.

43



Boletim da Reparticdo de Aguas e Esgotos

Como exemplo, vamos supor gque se trate de uma viga engas-
tada em suas extremidades, assimilando-se, desta férma, ao caso da
lage do fundo de um agueduto, que representa justamente o problema
que nos propomos estudar.

1" Condi¢do

Na extremidade inicial da viga o momento fletor é igual a M,.
Portanto, na expressio geral dos momentos, pondo =0 ¢ — M, —
= M, obteremoes uma equacio para M, em funq.ao das constantes
de integracio.

Assim, efetuando as cltadas substituicbes na expressio (12), temos:

K| Ml — Ce - 04 (14)
28 Condigdo

Na extremidade inicial da viga a forea cortante é igual a 7. Por-
tanto, na expressio geral da forca cortante, pondo £ = 0 ¢ 7= = T,
obteremos uma equagdo para 7; em fungio das constantes de integracio.

Asgsim, pela expressio (13), teremos:

KT,=—0C + C + C + C, 15)

3" Condigdo

-

No meic da viga, devido 4 simetria da carga, a forca cortante é

nula. Portanto, pondo z = % e Tx= 0, na mesma expressio geral,

obtersmos uma rela¢io entre as constantes de integracio.

Assim, na expressio (13) fazendo por brevidade, v = 255 teroemos
—Cie’ (cos v+ sen v) 4+ C,e® (cosv — sen v) + Che™ " (cos v —sen v) +
+ Cie7 " {eosv + senv) = 0 (16)

4. Condigdo

No méio da viga, devido 4 simetria da carga, a tangente 4 linha
elastica é horizontal, e, portanto, o valor da deflexdo angular nesse
ponto é nula, Por conseguinte, pondo z — —é e 8, = 0, na expressio
geral da deflex&o, obteremos uma nova relacio entre as constantes de
integracio.

Assim, pela expressio (11):

4

-l- Cie® (cos v —sgen v) -+ C;e° (cosv — sen v)+ e~ (cos v 4 senv) +
+ C,e”®{cos v — genv) =— 0 Q)
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‘Sendo estas duas ultimas relagdes (16) e (17) algo complexas, po-
deremos obter duas oufras equagdes mais simples pela soma e sub-
tragdo das mesmas. ,

Assim, somando as referidas expressdes e dividindo todos os ter-
mos por —2, teremos:

C,e®senv — Ce® cosv + C;6 " senv — Cie "cosv=0 (18)

Subtraindo a segunda expressiio da primeira & dividindo todos
08 termos por —2, feremos:

C,e° cosv + G,y e’ gen v — Che " cosv— Ce~ °senv=0 (19)

b) Constantes de tnlegragdo em funegdo dos esforgos

Esta determinaciio 6 feita resoivendo simultaneamente as quatro
equagdes de condigdo acima estabelecidas, isto &, as equagées (14), (15),
(18) e (19). Para facilitar esta opera¢io vamos transcrever essas quatro
exprassdos, substituindo alguns fermos complexos por novos simbolos.

Facamosg, pois:
—_gv — ' ., — 0 — U
% =g o8V ;=g Senv m;=—e " COSV N,—e - sSen v

As equacles de condiedo serdo, portanto:

C,— C,= K, M ‘ (20)
— G+ O+ O+ G KT, @1
Con, — Comy + Cony, — Cimg = 0 (22)
Cm+ Cn — Cyonyg— Cinyg =20 (23)

Resolvendo simultaneamente essas equacdes, teremos:
Pela equacio (21) C,+ Co=KT — C, + C (24)

Pela soma das equacdes {20} e (24):

e, = é— M+ ET —C -+ C) (25)

Pela subtracio das mesmas:
= (=K M+ KT,— C+ C)  (26)

Substituindo-se os valores de (), e C,, acima obtidos, na equacio (24):

KM K71 C: C K. M
Cln!_“Q—lJnlq_;'lnl—l__; 1_§ln1+ Csm, -+ 22lﬂ3"'
— E;‘ﬂﬂs-?*%ne—“%m:()
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Agrupando os termos com fatores comuns e multiplicando todos
o0s termos por 2:

01 (27@:_‘?&1—?33) + Cs{n 4+ 20, + ?33): K. M ('n: - ”3) + K, T, (ﬂz + 733) (27)

Substituindo os mesmos valores de €, e £, na equacio (23):

Clnl+K;oMlni+ K’2Tln2_'%'ns+ ‘%’nz" Cs ny + 'I%ll{ln -
_ KT G, G _
2 n4+ 2”4 2 ﬂ4—*0

Agrupando os termos com fatores comuns e multiplicando todos
o8 termos por 2:

0( (2”1 + ng'—”-;) + C,(n.; - 2”3 - ng) :—:Kg .ﬂ.[‘ (ng + ﬁq)‘}'Ks 11; (n4_ng) (28)

Afim de simplificar as operacles seguintes, facamos:

= 2n, — n, — Ry S = My — M
rs = 2y + M + nm ' 8, = n, + n,
rs = 2, + n, — A, S5 = n, + n,
‘r4:2?33_’n;+ﬂ4 8y = Ny — Ny
E as equacgdes (27) e (28) sdo assim escritas:
Cir, - Cyry = K. Ms,+ K, T s, (29)
O, rs — 03?'4:—‘K2M133+K3T;34 (30)

Resolvendo simultaneamente estas duas equagdes, teremos:

81t 8 8y — Su ¥
C= KM ——2 + KT 2222 (31)
FyTy— T 13 T|r4_?’2r3
S5+ 87 Se a2 847
/3:_K2M L 73 3171 —Kg Ti 273 4 7 (32)
TWTeg—— T 13 iy — T3

Para simplificar ainda mais estas ultimas expressdes, tacamos:

L ‘ Sy — 8 T §$ 73+ s
@ — P ¥y — Tels -81:*”4 — 2’3::-—'_‘—_l : 11
a [/
— Sty T 8y s BTy STy
2"__-_—___ 4« -

a a

As expressdes (31) e (32) serdo, finalmente, assim escritas:

G[: K?Ml ZJ_ + Ka T( 2’2 . (33)
ng—Kng 23 — KQ Tl 24 (34)

Substituindo na expressio (25) os valores de (, e (5, acima obtidos:

02:_-—;— (Ko M+ K To+ K, Moz + Ko Toza+ Ky Moz~ Ko Tz
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Agrupando os termos com fatores comuns:

KzM]

C, = f A+ 2.+ 2z) (35)

Substituindo na expressio (26) os mesmos valores de C, e C;:
Co=— 5 (KM — K T,— K. My — K, T\ 20— K, Moz — K; Th2)
Agrupando os termos com fatores comuns:
(/A—KMI( 1tatz)+ = T'(1+z4+z,) - (36)

As expressdes (33), (34), (35) e (36) representam, pois, as formulas

para a determinacéio das constantes de integragio, em fun¢iio do mo-
mento fletor M, e da forca cortante 7% previamente determinados.

4) Formuln para a determinacfio do momento fletor
maxime.

Para oarga uniformemente distribuida o momento fletor maximo
verifica-se no ponto central da viga. Por conseguinte, podemos obter
a formula fazendo =z =% na expressio geral dos momentos (expres-
sio 12).

Assim, lembrando que v = -21'8-0 feitas as devidas substitui¢Ses:

1
Muwax = X [e* (€, cosv — C.senv) + ¢ ° (C; sen v — C, cosv)] (37)

Simplificando o efetuando as ulteriores substituigbes, teremos:

Moax = il— (Com — Comy + Cymy— C, m)) (38)
2

Mas, pela terceira equa¢iio de condiciio (expressio 22):
03ﬂ4_' C4n3: Cz?'h'—' Cing

Substituindo finalmente, esses valores na expressio (38):
2
Munax = E (C2 n, — Clnng)

3) Consideragdes finnis

Pela exposiciio teérica acima feita notamos que, embora as for-
mulas resultantes sejam aparentemente muito simples, as mesmas Sse
compoem, na realidade, de termos obtidos atravez uma longa serie de
subsiituictes simplificadoras. Citaremos, como exemplo, o caso dos
simbolos z (com indices de 1 a 4) que estdo em termos de » e s, o8
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quais, por sua vez sdo func¢des de n (com os mesmos indices); estes,
ainda, estdio em termos do simbolo v, que é uma fungio de & a qual
finalmente, 6 uma constante expressa om termos dos valores conheci-
dos de E, J, } e b. '

-Como 6 facil imaginar, si, de um lado, todas essas substituigdes
facilitaram muito a dedugdo das formulas, por outro lado, dioe 2o oal-
culista (especialmente aos jovens profissionais) a impressfio de grande
complexidade na sua ‘aplica¢fo. Comtudo julgamos que essa dificul-
dade 6 apenas aparente, porguanto ela poéde ser facilmente removida,
mesmog nos mais complexos - problemas, adotando-se um processo de
calculo que obedega rigorosamente 4 um programa previamente orga-
nizado, baseado nos principios de ordem e clareza.

Consiste este programa na compilacio prévia de todos os dados
do problema, incluindo os elementos geometricog e o8 de estabilidade
e, em seguida, na elabora¢io sistematica de todos os calculos auxi-
liares, compreendendo a . determinacic de todas as constanies que
entram nas formulas delinitivas.

No projeto que nos propomos apresentar na parte final de nos-
80 traballio, tersmos oocasiio de elaborar os caleulos obedecendo ao
programa acima preconizado, donde se verificard que 2 sua aplicagio
nio 86 facilitard a marcha das operaqoes como tambem eliminaria a
poss:bllldade de enganos é confusdes, mas ainda, terd a vantagem de
facultar a-apresentacio de um trabalho de facil e rapido controle. -

B — Estudo dos Esforg¢os num Aqueduto em Corte

~ (Secgiio retangular)
I — GENERALIDADES

1.° — Apresentaciio do problemn

Deduzidas as expressdes geraes para momentos fletores e forcas
cortantes e as formulas para 4 determinacio das constanies de inte-
gracio e do momento maximo, relativas ao caso de uma viga apoiada
sobre base compressivel, considerando as pressdes distribuidas segundo
a lei das deformacoes elasticas, vamos agora deduzi-las para o caso
particular de um aqueduto de concrefo armado, de sec¢io retangular,
o que constitue 0 objeto principal de nosso estudo.

Considerando-se, para efeitos de cdleulo a extensiio de um mefro de
aqueduto, representa esta estrutura um verdadeiro quadro rigido, cuja
lage de fundo apoia diretamente sobre o terreno.

. Mais adeante apresenfaremos o esquema geral desse quadro ri-
gido ¢ a notacio correspondente a todos os elementos gemetricos e de
estabilidade, notaciio essa que serd adotada para todos os casos de
ecarga que iremos estudar. :
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2. — Cargas a considerar

Para tornar mais interessante este trabalho, resolvemos conside-
rar o caso de um aqueduto em cdrte, por ser mais complexo, @, Mess
mo, mais frequente na pratica.

Vamos supor, comtudo, que os empuxos horizontais da t.erra 80~
bre as paredes verticais do aqueduto atdem simétricamente, sendo,
pois, abandonadas as reagtes laterais do terreno. O caso de carga
asimetrica (terra atuando de um s6 lado) .6 menos frequente, e, além
disso, para os fins de nosso estudo nio oferece nenhum interesge par-
ticular, visto como, sobre o ponto de vista de estabilidade, vigoram
OB MesMmos prmclpios fundamentals relativos ao caso de carga sime-
trica.

Entretanto, para dar ao problema um cunho de realidade, vamos
considerar, de conformidade com as boas nérmas da pratica, a cons-
trucdo de um aterro sobre a-lage superior de agueduto, e, alem disso
vamos admitir a possibilidade de desmoronamentos da terra do corte
sobre a mesma lage. :

Devemos, por conseguinte, introduzir nos calculos os efeitos devi-
dos 4 terra sobreposta e & sobrecarga eventual sobre a lage superior.

- Em conclusio, vamos agora apresentar o resumo das cargas que
vio ser consideradas no presente estudo: - '

1 — Peso proprio da estrutura
~ Cargas verticais 2 — Peso da terra sobreposta
3 — Sobrecarga. eventual

4 — Pressio hidrostatica interior
Cargas horizontais 5 — Empuxo horizontal da terra —
Carga. simetrica

As tres primeiras cargas, como vemos, sio verticais, uniforme-
mente distribuidas, sendo que as reacdes do solo acompanham as de-
formacdes elasticas da lage do fundo, :

A quarta 8 uma carga horizontal, atuando internamente, com
distribui¢do triangular sobre o segmento maior das lages verticais.

A quinta &, tambem, uma carga horizontal, atuando externamente
sobre as lages verticais, e, devido 4 terra sobreposta, é distribuida se-
gundo a lei do trapesio. -

3. — Subdivisio do estudo.

Para a demonstragio das formulas referentes a estes cinco casos
‘de carga, resolvemos dividir o nosso estudo em tres partes. Na pri-
meira, estudaremos em conjunto, os tres primeiros casos de cargas
verticais, visto como, por serem de identica atuacio, obedecem aos
mesmos principios, e, por conseguinte, as formulas resultantes sfio ana-
logas. A unica diferen¢a consiste na determinagic da reag¢io vertieal,
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. . Y gl
a qual, no primeiro caso (peso proprio), além do termo —5— corres-
pondente ao peso da lage horizontal {uniformemente distribuido), deve
tambem incluir o termo P, correspondente ao peso da lage vertical
(concentrado).

Nas duas partes seguinies estudaremos as formulas relativas aos
casos 4 e b acima referidos, isto 6, 4 pressio hidrostatica interior e ao
empuxo horizontal da terra, respetivamente.

No estudo de cada uma dessas partes obedeceremos 4 seguinte
ordem: :

1 — Diagrama das cargas e dos esforgos (croquis), mostrando
todos os elementos relativos ao caso em questiio.

2 — Deaducdo das formulas para a determinacio das reacgdes e
momentos fletores nos cantos.

3 — Estabelecimentos das expressdes gerzis para momentos fle-
tores, correspondentes 4 cada lage do aqueduto.

4 — Formulas para a determinacio dos pontos de momento nu-
lo, correspondenies a cada lage.

5 — Formulas para momentos maximos em cada lage.

O estabelecimento das expressdes gerais dos momentos (item 3)
tem por fim a determinagio dos momentos nos pontos intermediarios
de todas as lages do aquedute, momentos esses que serfo devidamente
coligidos numa tabela e que servirio para a construcdo da curva dos
momentos correspondentes ao caso em apreco, A determinacfio dos pon-
tos de momento nulo (item 4) e dos momentos maximos (item 5) tem
por objeto exclusivo melhorar a construcio dessa curva,

4.0 — Consideracdes relativas ao projéte

Julgamos oportuno fazer algumas consideracdes importantes com
relagio ao projéto de aquedutos, afim de ficarem bem esclarecidos al-
guns pontos desta exposi¢io tedrica.

a) Elementos geométricos

Por se tratar de uma estrutura hiperestatica, torna-se necessario,
como sabemos, 0 conhecimenio previo dos elementos geométricos da
estrutura, os quais, como veremos, estio contidos em todas as formu-
las que nos propomos deduzir, Por outro lado esses elementos 8§ po-
dem ser exatamente conhecidos apds a elaboracio do projéto, que, por
sua vez, 6 baseado nessas formulas. O ealculo, portanto sé poderia ser
executado por meio de tentativas sucessivas, nio fosse a particulari-
dade inerente a projetos desta natureza, de permitir a escolha inicial
das dimensjes, tendo em vista condices suplementares de outra ordem.

Assim é que os valores de ! e % (largura e altura do quadro ri-
gido) sdo prefixados mediante a condi¢do hidraulica gue a sec¢dio in-
torna do aqueduio deve satisfazer, especificada no problema, sendo
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que a relacio entre essas duas dimensSes é escolhida obedecendo-se a
condigdes de ordem pratica ou economica.

Quanto 4s espessuras o das lages, pGdem ser inicialmente admi-
tidas tomando-se como base de comparacdo obras semelhantes ji cons-
truidas, submetidas 43 mesmas eargas, ou, na falta de outros elemon-
tos, podem ser deferminadas, em via aproximada, por meio de um
ante-projeto.

Identicamente, os valores dos momentos de iuercia das seccles
das lages, devem ser previamente conhecidos, mas os seus valores exi-
tos, que sio fungdes da see¢io homogeneisada, 86 podem ser determi-
nados apds o projéto definitivo (incluindo a armadura). Felizmente
porém, como as formulas envolvem apenas relacdes desses momentos
de inercia, 6 usual determinar esses valores tendo em vista apenas a
seccdio do concreto, sendo relativamente pequeno o erro introduzido
nos calculos.

p) Hipoteses mais desfavoraveis de earga

Como vimos anteriormente, as cargas sio de varias naturezas, e,
consequentemente, atiiam de maneira diferente. Alem disgo nfio atidam
gsimultaneamente. De fato, com exclusio das duas primeiras, que sdo
de carater permanente, as outras todas sfo accidentdis e pédem, por-
tanto, nio atiar conjuntamenfe. Assim 6 que o aqueduto péde estar
vasio ou cheio; o empuxo das terras pdde atiar ou deixar de atidar
efetivamente, dependendo do grau de coesiio das mesmas nas adjacen-
cias do aqueduto, nos varios trechos.

Tendo, portanto em vista, a desigualdade dos efeitos produzidos
pelas varias cargas citadas, e em . virtude de suas nio simultaneas atu-
agoes, devemos tambem analizar os efeitos devidos #4s varias combi-
nacdes de cargas, para se deduzirem as Aipofeses mais desfavoraveis
isto 6, as combinagdes que provocam, a0 longo de toda a seccdo, 08
esforgos marimos e minimos, para 03 quais devem ser projetadas as
lages e respelivas armaduras. Para tal fim, apds os calculos relativos &
todos os casos de carga, devemos proceder 4 organizaciio de um gua-
dro geral dos momentos, contendo ndo 86 o8 valores correspondentes aos
cinco casos de carga mencionados, como fambem os valores resultan-
tes de todas as possiveis combinagbes de carga.

Alem disso, as curvas dos momentos, corréspondentes aos cinco
casos, serdo conbinadas num sé grafico, do qual se infere a curva en-
volvente dos momentos, a qual é indispensavel para o estudo da dis-
tribui¢io da armadura principal 2o longo da secgiio do agueduto, isto
6, para a determinacio dos pontos de cérfe e dobramento das barras.
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5.° — Dados gerajs do problemna

®)} — Secchio transversal e longitudinal do agneduto — Esquema do quadro
rigido, : :

SECCORS 20 AQUEDYTO

QUADRO RIGING

¥
)
N
3}
}
3
&

F e

DAY NN

j | AR
|

.

2 p £ T
il -__--?m—.__.ﬁ, Ls -
Tranversal Longitudinal
( Pig. 1)

b} — ﬁotaelo geral,

A — Elemenlos geometricos

b = profundidade da lage = 100 cms.

~dy, d, 8'd; = espessuras das lages superior, vertical e inferior,
respetivamente.

! = largura media das lages horizontais
% = altura media das lages verticais

-J,, J, 8 J; == momentos de inercia das seccies das lages supe-
rior, vertical e inferior, respetivamente.

B — Elementos de estabilidade

1

Pesos especificos

§
I

— peso especifico do conereto
_ #: = idem da agua.
w:.— idem da terra

Qultros elementos

£ = modulo de elasticidade do concreto, em Ks/cm®

A = fator de compressibilidade do terreno, em Ks/em®
¢ — talude natural do terreno

© = angulo deo atrito da ferra

52



Boletim da Repartigio de Aguds e Esgotos

—y oo =

Cargas unilarias ‘
g — carga uniformemente dlstrlbulda sobre a lage superior,
em Ks./m.
g — pressio da agua na base, em Ks/m. l
P, e p; = pressdes da terra nas bases superior e inferior,
em Ks/m ' '

Reacées e mo:-‘ﬁentos fletores

Hy e Hp = reacﬁes' horizontais ‘

Va o Vs = roagdes verticais nas extremidades 4 e B
T+ e Tp = forcas cortantes

M4 e Mg — momantos fletores

il — Caso A: Cargas verticais uniformemenle distribuidas

1. — Diagramms das eargas ¢ dos esforcos (croguis).

s

A y/m“ A ';I' A\\
— +
h =) &
= =
= =
. - =Py + AE
: Yy _
B e —r - ¥

(Fig.2)

2.° — l‘ormuln mn-a a determinngfio das reagies, forcns eortante: e mo-
mentos fletores nas extremidades.

@)} Reacdes verticais e forcas cortantes

Devido 4 simetria das cargas os momentos flefores em A e B sio
iguais e consequentemente as reagoes verticais e as forcas cortantes
nas extremidades sio tambem iguais. Portanto:

Va= Vo= Vo= Vi = %l— (40)
Ti = Tw = T8 = Ts ——%I‘ (41)
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b) Momentos fletores

Tomando-se como incognitas hiperestaticas os momentos M. e M5,
torna-se necessario o estabelecimento de duas equagfes expressag em
termos dessas duas incognifas, o que faremos mediante a condicdo da
invariabilidade dos angulos nas extremidades, apés a deformacdo.
Desta condicio se deduz que as deflexdes das linhas elasticas de dois
trechos adjacenties, no ponto comum (interse¢do) sio iguais, mas com
sinal contrario.

Consideremos, pois, os trechos 4’4, 4B e BEB' como sendo tres
vilos consecutivos de uma viga continua, com apoios fiticios 4’, 4, B e
B' com momentos de inercia diferentes e com a carga correspondente
de acordo com o seguinte esquema :

A B Lei goky ‘
1 Ip | ¥ /) I
l y, | l

kFi?.3)

Assim, para se obterem as duas equacdes requeridas vamos consi-
derar as flexGes nos apoios 4 e B.

Antes, porem, de iniciarmos essa deduc¢do, convém fazer notar
que no terceiro vdo, o correspondenie 4 lage inferior do aqueduto,
sendo apoiado diretamente sobre o terreno, a pressio g distiribue-se
segundo a lei das deformacdes elasticas (g == ky), de conformidade
eom a hipotese fundamental inicialmente estabelecida. Em virtude
disto, a deflexdo no ponto B, relativa 4 linha elastica do ferceiro vio
deve ser obtida pela equacio geral das deflexdes (expressio 11), deduzida
na primeira parte de nosso estudo, para o easo de uma viga engastada
em suas exfiremidades e apoiada sobre base compressivel.

Por outro lado, as deflexGes em A4, relativas 4s linhas elasticas
dos dois primeiros vios, ¢ a deflexdo em B, relativa 4 linha elastica
do segundo vio, serdo obtidas pela formula geral das deflexdes, que
abaixo transcrevemos.

~ Asgim, a deflexiio da linbha elastica, no apoio 2 de uma viga 1 — 2,
de vio I, momento de inercia J, engastada em suas extremidades, é
dada pela seguinte formula: N

0 = g (M, + 2M, + 6m) (42)
sendo :
a Fu
w=y )

-
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onde:

§ — area da ocurva de momentos devido 4 carga aplicada,
considerando a viga isostatica.

u, = distancia do centro de gravidade dessa area & ao apoio 1.

&, = reacio fiticia da superficie de carga, no apoio 2.

m, = momento de carga relativo ao apoio 2

Isto posto, passaremos agora, a0 estabeleclmento das duas equa-
¢0es propostas: -

1.* egquacle: Comsiderando o apoio A

Designando por 84, 6 84, a8 deflexGes das linhas elasticas, em
A, relativas ao 1.° e 2.° vdo, respetivamente, e, aplicando a formula
Zeral acima mencionada, teremos:

Y
01, = 5T, Mo + 2Ma+ 6 m,) (44)
l , .
04, = m (Ms + 2Ma + 6 my) (45)

Estando o segundo vdo descarregado, o valor de ¥, é nulo, e,
consequentemente, ma4, 6 igual a zero. O valor de ma, é porém, obtido
pela formula (43)

a’A, g, u’Al
mA, = l = lle

[} 5 .
g, _=f M, dx:f (M + Ry z— é‘— qr’) dz

Considerando o vio isostatico M4 = 0 e Ba -=% ql
al i
12 2 I
ma, — , lg-. = q_lz

Substltumdo-se, pois, este valor do momento de carga nas espreg-
8008 (44) e (45), e notando-ze que M= M 4, teremos:

l 1 )

04 = GFT, (BM. + Y ql’) (46)
X )

04 = 6ET, (Ms + 2M4) 47

Pela condi¢gio da indeformalidade do angulo em A4, inicialmente
especificada, resulta que:

9A1 = - 942

5



Boletim da Reparticio de Aguas ¢ Esgotos

Donde

bE'.L GM: + ql') + -2 GFJ Mz +2M) =0 U9

Notn: Esta equacio podia, tambem, ter sido obtida aplicando diréta-
mente o teorema generalizado dos tres momentos, o qual, como
sabemos, 6 baseado sobre a referida condigfo.

Multiplicando todos os termos por % e cancelando os fatores
comuns :

75—(3M4 ql) + (MB + 2Ma) = (49)

_ _

Fazendo R = 3 o 8= 7,
B BMa + —1— gl + 8 (Ms + 2Ma) = 0 (50)

Agrupando os termos em Mi e Mp:

Mi(BR +28) + MBS, + 242 =0 (51)

Fazendo @ = -1— g’ e Q = 3R + QS.

MiQ +MeS +Q=10 (52)

2.* equagho: Considernnde o apeie B

Designemos por 85, 6 65 as deflexdes das linhas elasticas, em B,
relativas ao segundo e terceiro vio, respetivamente.

Como j4 dissemos, o valor de 932 geri determinado aplicando a
formula geral dada pela expressio 42, emquanto o valor de 8z, serd
obtido pela expressdo 11, pondo-se z = { e 85 — 85,

Comtudo, para facilidade, 6 preferivel determinar-se o valor de
93: fazendo z — 0 nessa mesma exXpressio, pois sabemos quo o

‘valor de 85, requerido é, pela s;metrm da carga, igual! a @s,, com
ginal trocado.

Assim:
85, = Ow,=— — (C,+ G — G+ C) (59

onde: C,, Cs, C; e C, sdo constantes de integracio que serio obtidas.
pelag formulas anteriormente deduzidas e

4 EJ
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Aplicando, agora, a formula (42), para o 2° vdo, e, notando que
ms, 6 nulo, por ser o vio descarregado, temos:

65, =5 EJ’ (Ma + 2M>») (54)

Pela condicio de indeform;bilidade do angulo em B, resulta que:

8p— — Og,

Donde:

que representa a segunda equacdio requerida. Devemos agora, substi-
tuir nesta equagdio, o8 valores das constantes C, C. C: e C, que sio
expressas em termos de uma das incognitas, isto é Mz.

Para obtermos, entéio, essas formulas, devemos recorrer 4s expres-
8des (33), (34), (35) e (36), nas quais devemos apenas substituir os
valores correspondentes aos do nosso problema.

Assim: fazendo M, = Mz o 7, = Tp, teremos:

G{ZK‘gMB 2+ K; T 2, (56) |
C,:—;—K,MB(1+23+21)+—;—-K3'TB A4z +2z) 67
C=—K Myz — K Tyes (58)
Co= 5 K Mo(—~14z+2)+ 5 B Ts(l+2+2) (59

Nestas formulas os valores de K, o K; sio funcdes de € o o8
valores de =z, z,, 2z @ 2z,, apoOs varias transformacdes, 8io em ultima
analise, tambem func¢tes de €, cujo valor foi acima expresso em termos
dos dados de nosso problema. Por brevidade deixamos de repetir os
valores dessas constantes, mesmo porque serdo transcritos em nosso
exemplo numerieo, na segunda parte deste estudo.

Substituindo-se 08 valores dos €2, no 2.° membro da equaqﬁo (55),
temos:

L+ 0,,—03+ 04)—5-{(1( My 2 + K, Ta 2) +

+[;KMB(1+23+Z;)+ K:TB(1+34+32)]

+ (KyMsz 4+ K Ts 2) + ['E'K, Mp(—1+2z+2) + .

+ _é_Kg TB(1+Z4+Z:)]}
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Agrupando os termos em Ms o Ts:

Lera-arar=1 {-;« K, Ms @rt 14zt 2,22 — 14 2 + 2) +

+ —; -KB TB(222 +1+Z4+z‘+224+1+24ﬂ22)}

Simplificando

L+ a— 6t ci=1[oK Moot 2) + Ko Ty @t 22+ 1)

Substituindo os valores de K, e K, pelos seus correspondentes e
simplificando:
T+ 02—03+ C) = 77 (2 + @) Mz +

1
2 EJg

A expressfio (55), poderd, pois, ser assim escrita :

+ = (22, + 22, + 1) Ts = 0

. 2 .
o7 a0 Mo — 3i @z2,4+22+1) Ts=0 _ (60)

GEJ

Fazendo S, — -%’- ’ multlphcando todos os fermos por —Sa

cancelando todos os fatores comuns EJ

S; (Ms + 2M5) — —E— (z, +2) Ms— T (22,422, +1) 7T =0 (61)
Agrupando todos os termos em Ma e Mz:

MaSs— Mn r%‘" (2 4 2) — 28, } - ?’2—2(2% +2:,+1) 5 =0 (62)
Fazendo, por -brevidade:

Zl.:% (31 + z) — 28,

Z, :=‘-”;':- (22, + 22, + 1)

teremos, finalmente, que a expressio (55) péde ser assim eserita: -

MA Ss—MB Zl'“'-Zg TB :0 (63)
que representa a segunda egquagio requerida em termos das ineogni-
tas hiperestaticas.

Resolvendo, agora, simultaneamente, as duas equacgdes (52) e (63)

obteremos as formulas definitivas para Ms e Mz,
Agsim, resolvendo, diretamente, por determinantes, temos:

SngTB_ QZ(

M = =057 ¥ 5 5 64)
. _— Ql ZQ TB - Q ‘Sg
Mz = —067. 1 5. 5 (85)
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3.0 — Expresstes gerals para os momentos fletores
a) Na lage superior |
(Origem am A’ valores de z para a direita)
Mo =My + Tpz — ; ¢z

1
Sendo My = My e Ta = TA=—2-ql

M, = Ma + % glz — % gz (66)

b} Na lage vertical

(Origem em A, valores de z para baixo)

M. = Ms + (Ms -MA)% | 67)

.¢) Na lage inferior
(Origem em B’, valores de z para a direita)
~ Pela expressiio (12):

% * . & . =z
— Mx':'I:.- (—Cie® senZ + Cre® cos= + O ‘sent — Ce 80005!-:—)
[ H g .
ou, melhor:
Mo :KL e (C, cos=—C, sen%) +e ‘(G sens — C;cos%) (68)
A ; _

onde os valores de C, C,, Cs e C, sio calculados pelas expressdes
(58) a (59).

' 4.° — Formulas para a determinsgho dos pentes de mements mulo

a) Na lage superior

Igualando a zero a expressio (66):

1 . 1 _ _
3 qx 3 glzx Ma —.0
2.M.
Portanto: z°¢ — [T — qA =10
Donde: z = %‘[li sz +3M41 (69)
q

—————
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b) Na lage vertical -

Igualando a zero a express§6 (67):

Mk
YT M- My @)
c) Na lage inferior
Igualando a zero a expressfio (68):
6" (C, co8Z — C,sen%) + ¢ *(Gisen® — O, cos) =0
Multiplicando todos os termos por e¢¢ o dividindo-os por cosf;,
teremos:
3 . ,
et (0 — C tang 7) + (—~ €.+ C, tang=) = 0
Portanto :
P 0.. - 03 tang:—t—
T = : (71)
er C, — O tangf* _

A solugdo analitica diréta desta equaciio é muito complexa. Julga-
mos preferivel adofar a solugiio grafiea, isto 6, determinando a inter-
secio das curvas correspondentes aos dois membros da equacfio acima.

Para facilitar esta tarefa é bastante construirmos as curvas para
08 trechos proximos aos pontos procurados, o que & facil de se avaliar
aproximadamente. Para a determinacio dos valores dessas duas fungdes
correspondentes aos varios valores de z, as operacdes e 03 resultados
serdc entabelados num quadro convenientemente organizado.

8° — Fornniu para momeniea fletores maximos

Estas formulas sdo obtidas mediante as eoxpressbes gerais dos
momentos, ji deduzidas. E’ bastante substituir nessas expreesdes o va-
lor de z correspondente aos pontos onde se verificam o8 momentos
maximos, pontos esses que, neste caso, sio previamente conhecidos,
devido 4 simetria da carga. Esta determinaciio 6 feita apenas para as
lages horizontais, visto como na vertical a variacio dos momentos &
linear.

a) Na lage superior

Fazendo z = —;— na expressio (66):

_ i ?______1_.% 2
Mmam—MA+4QE qu
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Portanto:

b) Na lage inferior

Esta formula j& foi deduzida no primeiro capitulo para o caso
de uma viga, de forma que é bastante transcreve-la agui:

Mmaw —_— *”2_* (Cg n. - CI ﬂ!) (73)
2
onde:

C, 8 C, siio constantes ji calculadas
K, n, e n, siio funcdes conhecidas de €

lil — Caso B: Pressido hidrostatica interior

1. — Diagrama das cargas ¢ dos eaforges (croquis).

& . -‘.

()

2.2 — Formulas para a determinagfio dos momentos lletorel"e das
fercas cortantes nas estremidades.

1

a) Pressées unitarias

Como se nota pelo diagrama acima, as pressdes se distribuem
segundo a lel triangular sobre o segmento 2 — ¢ da lage vertical.

Considerando o ponto A como origem, a pressiio unitaria g. em
qualquer ponto z dessa lage é, pois, dada pela seguinte equacio:

G — Wa (3 - ﬂ) (74)
* A pressio unitaria ‘g na base seri entfio igual a:

g = was (h — ¢) : (75) - -
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b) Pressdes lotais e momentos das pressies

Pﬁra qualquer ponto 7, a pressiio total G= e 0 momento 9N des-
sa pressio em relagio a esse ponto serdo dadas pelas seguintes ex-
pressbes: .
:ze-% ge @ — ) = ‘ﬂ“—(—“é——")- © (76)

_ € —¢ . wel—cP
= Ga 3 = 8 (7‘7‘)

A press#io total G, para toda a lage, 6 dada fazendo-se z — %
na expressio (76). Assim:

wa (h — o)

G; 2

(78)

O momentos MMz ¢ O, dessa pressdo total G, em relacio aocs
pontos B e A4, sfio assim determinados:

o, = g (L50) = = (ke.— d (79)
. 1 . 0 walh—e) @k + ¢
o, = G[h ——?(k-—c)l — > (80)

c) Formulas para momenios fletores

Tomando-8e como incognitas hiperestaticas 08 momentos M, e
Mg, torna-se necessario o estabelecimento de duas equag¢ses, que po-
derfio ser obtidas, como anteriormente, mediante a condiciio de inva-
riabilidade dos angulos, ap6s a deformacdo.

Consideremos, pois, os trechos A’ 4, AB e BB' como tres vidos
consecutivos de uma viga continua, com apoios fiticios 4, 4, B e B,
oom momentos de inercia dltorentes, e carregada de conformidade com
o esquema abalxo-

a4 4 A

» 3

e L

'(.Fiy.5)

Considerando as deflexdes em 4 o B, e aplicando a formula geral
das deflexdes (expressdo 42), podemos estabelecer as duas equacSes
requeridas, em funcio das incognitas M4 e Mp .
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“Asgim, designando por:

04, 0 04, — as deflexdes das linhas elasticas, em A, relativas a»
primeiro ¢ segundo vao respetivamente

05, o 85, — as deflexdes das linhas elasticas, em B, relativas ao
segundo e tereeiro vio, respetivamente, -

e, notando-se que 08 momentos de carga nos vios exiremos sio nulos
(vios descarregados), temos:

1.9} Comsiderando o spoic A

_ "
6, = CET, (MA' + 2 My) : (81)
04, = 6E'J, (Ms + 2Ms + 6ms) - (82)

3 ¢) Conpiderando o apeio B.

6n — 61?J, (Ms + 2Ms+ 6 mn) (83)
0p — GEJs (Ms + 2M3B) (84)

Pela condloao da indeformabilidade dos angu!os, teremos :
04 = — Q4. e 8z = — Op,

Pbrtahto :

GE'J (MA'+2MA) + J (MB +2Mi+ 6ma)=20 (85)

Y
BPE_\Z(MA' + 2Mn +‘6m3)+ GFJ (Mp + 2Ms) =0 (86)

Cancelando 08 fatores comuns, o nol;ando que My = Mi e Mp=— Ms:

3'_}M,;+J—(MB+2MA+6W):0 87)

J (M4 + 2M5 + 6 mz) + 3LMB_0 (88)
?

Multlpllcando todos os termos da equaqﬁo (87) por JT e o8 da

equacio (88) por sy

5 e, notando que:
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Resulta:

SRMs+ S{Mu+ 2My + 6002) =0 (89)
S My + 2Ms + 6ms) + SEMsz=0 (90)

Agrupando os termos em M: ¢ Mp:

My B8R + 28) + M8, = — 6 8 ma €3
M (3R + 283 + MsS; = — 6 Ssme (92)

Fazendo: |
Q. = 3R + 2§, -] @ = 3R + 2§,
Entdo:

My Q + MS = — 6 8 ma : (93)
Mg Q3+MA83:—'683mB (9*)

Vamos, agora, determinar o8 valores de ma e de mp, pela for-
mula (43).

52143 SzuA
???A:_——‘T my — — “"’;',*

Nota: Og sinais negativos sfio devidos ao fdto da carga atuar
em sentido oposto.

Em virtude da carga ter distribui¢iio triangular sobre parte do
viio, a curva dos momentos 8§ composta de dois ramos, sendo um linear
e outro parabolico (parabola cubica). Neste caso os valores de ¥, u.a

e up 80 podem ser deferminados por

Y integracio.

I T C Consideremos,~pois, um elemento
i = dz da area dos momenios, a uma dis-
kKh J o tancia z da origem A, sendo neste
3 [:[— T A ponto a pressdio unitaria igual a g, a
1 _ pressiio total igual a Gz @ 0 momento

----- _da pressiio igual a M.,

(FL/?. 6) g, = f‘ M. dx +£}n; dz

A

MaS:Mw::MA"{'xA.T e_ M;:MA”{_J{mx"gnx

we (z — ¢ M p

Sendo M, — 3 My =0 e ¥4 = 3 temos :,
My [ My [* wa [*
F — —_ —
2 7 Ez dr + A J;a: dz 6L(ﬂ: ef dz
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NP TR S L (R UL
RO, TR 2], 6[ 4

a

My . n _ Wa(h—g)
— g‘z’.ﬂ'h . Wa (k_c)‘
2 24

Substituindo o valor de 5 dado pela formula (79):

: 12 7 71

_wa(k — ) (h+e)
- 24 -

5 — walh—of ,  walh—of _ | wa (b — o [2h—(h—c)]

A e
§,uA:/szdx +|M, x dx
o e B :

Substituindo os valores de M., M_ acima dados, temos:

Mg (9 9153["' walt
g, = 2 £ - —= -— )
2 Ua 7 ﬁ;dz-l— h‘.;::da: 6]:(’x e) z dz

My [ 4le, My [P we | & — ¢ | (x —cf]
T Hﬁ 3 L“L 6 i T s ]
_ sy (5¢ + 4h — 40)
= 3h (@ + & %) 6 | 20

- T .

=M T % Wt

Substituindo o valor de 9Xjp:

: AT Y _
S up = wa (h—cf &’ __ walk 0)3.(411,’-— Sho — &)

18 120

— 3
=“’“—(’;60 L @0 —12 4+ 9he + 3%
;-_—.-“’"—(’;W B4 + 9% + 3 0Y)

Para se determinar o valor de u, devemos antes calcular o valor

3
de ua pelo quociente ’;’ 2 o depois subtrairmos esse valor de A,

?

Portanto :
o Fiwa _ walh—cfBh+9he+3¢) .24
S 360 wa (k. — ¢ (& + o)
=8k’+9hc+30’
15 (h + ¢
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Consequentemente :
e BGtTI—BE + 9k +30)
us = a = 15 (5 + ¢)
MK + 6 he—¢
- 15 (& + ¢

E o valor de ¥, up serd, pois:

Wa (h —_ Ec)’ (h- + ¢ .(7 R+ 6 he - c)

Fous = — ) T B¢+ 9
. ;lba(h_o)a [ —_ ? .
= Tgg @K +6h—)
Facamos: '
N = %};’—OL; N=7+06hke—c";N,=8h+9h+3¢
Entiio:
. ) 2
ﬁzﬂA:NM-%" EzuBZNNf'%—
'Portanto:
m___fzm;___NN( m_____szui ._.__NNi
A — k! - 6 L kg - 6

Substitnindo estes valores dos momentos de carga nas expressdes
(98) e (94) teremos as duas equac¢des requeridas, coniendo uma relagio
entre as incognitas M1 e M: . Entio:

MA Q[ + MB Sl. — N Nl S; (95)
Mi 8 + MeQ, =NN, S (96)

Resolvendo simultaneamento essas duas equagdes, teremos:

NSNQQ_S!NB

My = @ Q:— 8 8 67
J— Ns Ql S[ Nl
M= NS, Ql Qa -3 8, - (98)
Fazendo, finalmente, A —= @, ¢: — S; §;:
e =5, g — s M) (99)
My = ¥ S" A Q. — S, N) (100
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d) Formulas para as reacdes horizontais

Hi= [T“L g:”}-a—[—(m};m)# QEBJ=A
:—%[_(Mg-m) + o, oy

HB:_[TB_-QI':AJ:_[(MAZMBH QT:B}:f
:_-}l—[(MB— MA) +®m] (102)

. M4 & My gdo determinadas pelas expressSes (79) e (80)

VYerifieagfio : A soma dag duas reagdes horizontais deve ser igual
4 carga total G, jA determinada. Portanto:

Pela expressio (78)

v _ _walh—of
G= 2
Pelas fomulas (101) e (102)
Hi + Hs = “‘“};(‘@“4 + 9itp)

Subsitit'uindo o8 valores de ‘3734_ e NMp, temos

HA+HB=_TIL_-WGUL—c)’+wa(k—c)?(2h+c)} ' |
6 6
o (B — of
=—= (2 o (103)

3.° — Exprossbes gerais para os momenton fletores

Nas lages horizontais 0s momentos fletores séo ev1dentemente,
coustantes, o iguais a MA e Ms, respettvamente '

Na lage vertical

Devemos analisar os dois ramos AC e CB, considerando o ponto
A como origem.

Para o ramo AC Me= M. + Haiz (104)

_ 3
Para o ramo CB Mz = My 4+ Haix — E'L-’_(%_G) (105
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4" — Fermulas para a delerminaghio dos penton de momente nulo

86 6 necessario analisar a lage vertical.
No ramo AC:

S6 haverd ponto de momento nulo neste trecho quando M. for
menor que Haec, o oste ponto serd dgterminado pela formula
abaixo, obtida fazendo a expressio (104) igual a zero.

_ _ M
T = I, {106)

No ramo CB:
Igualando a zero a expressio (105), teremos:

Wa (ﬂ:" - 0)’

5 =10 {107)

Mi + Hazt—

Multiplicando {odos os termos da equacdo acima por g— e de-

G

senvolvendo, temos:

6 M. + 6HA-.s+x3-—30x’+3c’x—-cs = 0
Wa W
Portanto:

r* — 8 ez’ + (3c~— ‘H‘{) z + (.ﬁ_ﬂé.

— o‘) =0
Wa Wa

Tambem neste caso, em logar de resolver algebricamente esta
equagio de 3.° grau, julgamos ser mais conveniente desmembra-la em
duas partes, da melhor f6rma possivel, e determinar as raizes pelas
intersecGes das curvas representativas de ambas as partes. Assim:
GHA) - (3_6MA)

x ¢ -

a

‘a:‘—-3c:c’=—(3cg+ (108)

a

5.° -~ Formulas para n determinaghio des momentos maximon

E bastante analisar o ramo CB da lage vertical. Sendo ¢ um
valor pegueno (como no nosso caso), 0 ponto de momenio maximo
estd proximo do centro. Vamos, porem, determina-lo exatamente, igua-
lando a zero a primeira derivada da equacdo (105).

dMﬂ:\ _ S’Wa |
dz Hy 6 (2 e =0
Logo: ’ '
@—of = 2H
& ¢ —_ W
2H4
r * 4
z ez + (a 0. )_ 0
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Portanto:
z=¢ + } /2H4 (109)

Substituindo este valor de z na expressio (105) temos:

e aw

Wg

Mwnaz = My + Ha [G + VQHA

IV — Caso C: Empuxo horizontal das terras — Carga simetrica

L° — Diagrnma das cargas ¢ des cafercos (croquis).

I oA N O A
. a p
A
7
h, £
\ =
/ .3 A
. 4 +
!P:é‘ LE= p A

."'l._ B I B 3 B B
B L - ||ll||||||||1:||||||||||||||||

2.° — Formulas para » deicrminnciio dos momentvs fictores ¢ reacles nas
extremidades.

a) Empuzo total Et

Este valor péde ser determinado graficamente pelo metodo de
Poncelet ou, analiticamente, pela seguinte formula:

—_— 2 _ 2
E= 7;4 wt H® cosa 8% lfcosrcr- cosQ - (111)
cosa +V cosa — cos'e o

onde:

H =% + a (sendo a a altura da terra sobreposta)
.wi = peso. especifico da terra

a — talude npatural do terreno

¢ — angulo de atrito das terras
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b) Pressdes unitarias sobre a lage vertical

Verifica-se, neste caso, a lei do trapezio, cujas pressges unitarias
.nas bases 80 as seguintes:

Na base inferior: p, = 2——5’—‘ - 112)
Na base superior: p, = ps: '—%— (113)

Para facilidade de demonstracio convém, porédm, transformar esta
lei em duas outras regras, uma triangular ‘e outra retanguilar, assim:

Lei triangular: p, = pe (114)
sendo p = Ps ; vl (116)
Lei retangular: p., = p, . (116)

©¢) Pressio total e momentos da mesma nas bases:

A pressfio total P 6 dada pela seguinte formula:
P= (2‘-—%——"'—’3) A (117)

Os momentos 9Ns e 9N, dessa pressio P, nos pontos 4 e B, sio
dados pelas seguintes expressdes:

%B = P h3 Q]CA :_ P hi
o (2p E ma\ k (pl+ap,
Mas ’h—-(fh‘Fpa)?ﬁ © b = ‘p1+pa)3

Substituindo os valores de £ e P, ha axpressio acima:

My = (2p,-+ ;) _"6_' o My = (p, + 2193) _'6_
- Mas, pela expressio (115) - ‘py = ph + p,
Portanto, sabstituindo este valor nas formulas acima:
z 2 ) ] 3 -
My = 1’—*2’1 + 3—’—6‘3 (118) My = ’3‘21 + % (119)

Observagio: Notamos que estas formulas podiam ter sido determina-
das diretamente, conmderando as duas leis do tr:aug‘ulo, separa-~
damente. _

70



Boietim da Repartig:io de Aguas e Esgo"to's

d) Formulas para momenios fletores

Convem deduzir estas formulas considerando as duas leis supra
mencionadas, separadamente, o, em seguida. somar as duas expressdes
resultantes- Designemos, pois:

M, e Mz = momentos fletores em 4 e B, correspondentes 4 lei
triangular.

M e M » — momentos flefores em A4 e B, correspondentes 4
}ei retangular,

Lei triangular

Julgamos desnecessario fazer a deducdo completa das formulas
para este caso, pois podemos obte-las diretamente tendo em vista as
formulas do caso anterior {(caso da pressdo hidrostatica), o qual é tam-
bem baseado sobre a lei triangular. Para obtermos, portanto, as for-
mulas para este caso 6 bastante fazer ¢ = 0 e w. = p e trocar os
sinais nas formulas do caso anterior.

Teremos, entdo:

NZ-—-g—g N =7 A N, =8 4

Portanto, substituindo estes valores nas expressdes (99) e (100):

, 5 S,

M, = — ”6—0 7Q, — 88) T (120)
1] hB 83

M, = — %—O 8Q. — 78) ¥ (121)

. Fazendo, como anteriorments,

Q =3R +28 6 QG =23R + 28,

3
M = — % TR + 28 -SK‘ (122)
3
, S
My=—B@gp+ 25 (128)
Finalmente

Q =T7TR+ 28 o Q = 8R + 28

3 '

M =— f;% : QA—S‘ (124)
3 ’ )

My = B L (125)
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Lei retangular

Consideremos os tres trechos 4’4, A8 e BB' como tres vios con-
secutivos de uma viga continua, com momentos de inercia diferentes,
o carregada como mostra o esquema abaixo:

A A B /m! B B’
b Il 3 Iz -[3
4 h 4 I —

(Fzy, 8)

Aplicando os mesmos principios dos casos anteriores, quanto 4s
de(for)macﬁes angulares em 4 e B, obteremos as duas exproessdes {93)
e (94): ‘

MA' Ql + M;Siz—ﬁmAS1

M) 8 + M, Q.= — 6 ms S

Nédo & necessario, neste caso, determinar os valores de m4 e mp
por integragio, como fizemos anferiormente, pois, em se tratando de
uma carga uniformemente distribuida, o valor péde ser obtido direta-
mente, Assim: .

P37
MmA — Mp — —/—]—
24

Substituindo, pois, este valor nas expressdes acima, teremos:

Mi @ + M 8 = — +_p34h A (126)
M S, + My, @ = — ?f' Sy (127).
Resolvendo simultaneamente, temos:
I A’ & — S
ﬁf’A -— 7 4 Sl Q( Q:,‘ . SI 83. (128)
P 5 & — 8
My = t S g =35 (129)
Como:
Q = 38R — 28, @: = 3R + 2§ A:QIQS_S:S:s
M = - 10—“-{‘"—' ‘%‘- (B8R + 8 (130)
2
M, = — fﬂ{i %" BB + 8) (131)

72



Boletim da Reparticio de Aguas e Esgolos

Fazendo, finalmente:

Q' = 3R + S8, e Q =38R+ S
= PR S e
"o ps hg . Ss Q;
My = — Bt . Boh (133)

Combinando, agora, o3 efeitos devidos a ambas as leis (triangular
e retangular), teremos:

3 ! ] T
My =M, + M, = — [———3’25‘ : S‘AQI + ”m'f : S*AQS] (134)
3 ' 2 " :
My = M, + M, = — [Lg(’; = G ol S’*AQI] (135)

Notw: Nio convém simplificar ainda mais estas formulas, afim de
mostrar os efeitos devidos a ambas 4s leis.

e} Formulas para as reacgdes horizontais

As formulas sfo identicas ao do caso anterior, apenas com o gi-
nal trocado. Transerevemo-las:

Hy = %[— (Mo — My ) — %} . (136)
Hp = -%;l+ (M — MA)—-%A] | (137)

onde os valores de M, e 9Ny sfo, porém, determinados pelas formu-
las (118) e (119).

Verificagdes:

Uma das verificagbes 6 que a soma das reagdes horizontais deve
ser igual 4 carga total P.

. 2
.HA+HH=P:(E%1’3) h:p1h+£?k- (138)

Outra verificagdo consiste no fato que a soma das reacSes hori-
zontais deve ser igual ao empuxo total das terras (X;) menos a pres-
sdo total na base da terra sobreposta. Portanto:

Hi + Hy = E: — "’*T“ (139)
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8.° — Expressdes gerais para os momentow fletores

Nas lages horizontais (superior e inferior) os momentos fletores
sdo constantes, e, respelivamente, iguais a M1 e Mp.

Na lage vertical

ﬂfm:ﬂ{A‘i"HJf—"%’ psz*—-(li—é?f (140)

4.° — Formulas para s determinaciio dos ponios de momento mulo

86 6 necessario analisar a lage vertical.
Igualando a zero a expressio (140) e multiplicando todos os ter-

- b
mos por -;. teremos

6Ms _ 6Hu4 z — 3ps_ T — P =0
¥y p
Portanto :
2 -+ 3 ps 2t = 6M4 " 6Ha z ) (141)
D P r

5.° ~— Formulas pars a determinacio dos momentes maximos

S6 para a lage vertical. ,
(0 ponto z, onde se verifica 0 momento maximo é obtido igua-
lando a zero a primeira derivada da expressio (140). Assim:

daM. 1
"‘a—f—zﬂd”‘psm;—“ﬁ"pmf:o
Portanto:
a2+ 28 5 —Hi=0
. yit
Donde: _
—— e 2,3; b 25} )t 2HA )
T = + F1 274 142
D V ( y + » ( )
Substituindo este valor de z, na expressio (140}, temos:
Mose = Mo+ Ha oo — % poat — L pa
maxr — A A T ? Ps I) ‘F‘ i (RUTY (143)
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