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I — PREFACIO DO TRADUTOR

O coeficiente x da férmula de Bernoulli, tao pouco explicado, tio pouco
esclarecido, sobre o gual, quando muito, se refere por alto a maioria dos autores
de livros sobre Hidraulica e Mecanica dos Fluidos, € aqui encarado e estudado,
de modo interessante, no trabalho de A. Vihert.

Como é€le certamente trara luzes sébre o assunto, que da margem a tantas
duvidas, nao s0 quanto a4 sua conceituacdo, mas também quanto aos valores
que deve assumir o coeficiente nos diferentes casos praticos, principalmente no
espirito dos estudantes e iniciantes na matéria, resolvemos traduzir éste artigo.

Néle, 0 autor, além de analisar de maneira perfeita o tio obscuro assunto
do coeficiente 3, denominado comumente coeficiente de Coriolis, relacionando
com a distribuicdo da energia cinética ao longo das seces dos condutos, também
se refere ao estudo do outro coeficiente, ainda menos divulgado, abrangido pela
mesma designacao, representado pela letra J, e que estd ligado & distribuicdo de
pressdes nas mesmas condices,

Traduzindo o presente artigo, oriundo de uma publicacdo nio muito lida e
divulgada em nhosso pais, julgamos contribuir para a sua merecida e mais ampla
divulgacio, prestando, com isso, um pequeno servico, agqueles que, em nossa
terra. como nos, se .dedicam ao estudo de assuntos relacionados com 08 escoa-
mento de fluidos em condutos,

II — 0 ARTIGO
Sob sua forma malis simples (1+:

VE p
— 4+ —— + Z = Constante
2g I

a equacdo de Bernoulli é valida para um tubo de corrente, de um fluido perfeito,
incompressivel, em escoamente permanente.

Esta formula tem um carater axiomatico: ela exprime simpiesmente que,
dentro de um tubo de corrente qualquer, a energia do fluido se conserva depois
de se admitir, por hipdtese, que ndo pode haver perda de carga de qualquer
espécie.

(11 Variacac. sbbre um teorema conhecide. por A, Vibert “Técnica Sanitiaria e Municipal” de
novembro de 1953,
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Quando se trata de escoamentos reais, da-se a essa equacao uma forma
geral. bem conhecida, que no caso de um liguido incompressivel se escoando em
regime permanente, pode ser escrita, entre duas segdes determinadas S, e 8;:

P. U, Py
1, —— + L +2Z, =y — + % + &
2g w 2g ®
na qual
U, e U, — sao as velocidades médias nas secdes consideradas;
p, & p, — sio as pressdes no centro de gravidade dessas secdes,
Z,e Z, -- sho as cotas dos centros de gravidade;

— ¢ a soma das perdas de carga de gualquer natureza, resultantes do
escoamento entre as secées S e S;
2, & x, — sAo os coeficientes clasicos '2', que levam em conla o fato de que a
velocidade média quantitativa definida pela equacao:

U= -—— Vde
[ (&)

considerada na equacdo inicial, por medida de simplifica¢io, é dife-
rente da velocidade média “energética” ou “‘eficaz”, satisfazendo a
relacio:

o f(l.) Al d(.!)

u

ef

Jo V de

gue deveria ser levada em conta, quando se tratasse de energis
e ndo mais de escoamento.

kL, € % — sdo, nas mesmas condigdes, os coeficientes que levam em conta que
a pressio média P pode ser diferente da pressio eficaz definida
pela seguinte relacao, devida principalmente & curvatura das linhas
de corrente:

fop V dy
Py = ——

Jo V do

As dificuldades de aplicacao da formula acima indicada, residem no fato de
que 08 valores dos coeficientes zx, #,, %, %), etc., sio mal conhecidos.

Geralmente faz-se 5, = 5, = 1, porque, na pratiea corrente, é quasl impos-
sivel proceder de outro modo. Esta maneira de proceder é de certo modo justi-
fieada porque nio conduz a érro apreciavel, quando se trata de condutos de
pequeno ou medio diametro, submetidos a fortes pressfes. Néo &, talvez, exata-
mente a mesma coisa, quando se trata de grandes condutos, com escoamentos em
pressbes relativamente fracas, principalmente quando o seu eixo apresenta uma
certa curvatura.

Com relaciao a x, estamos melhor informados, pelo menos aparentemente,
porque os autores nféo dio, a respeito desses coeficientes, senfo indicacdes que
deixam um campo livre para uma ampla interpretacio, que pde os utilizadores em
uma situagio de grande indecisao. '

Demonstra-se vagamente que z > 1. E porém uma das unicas afirmacoes
que se possui sdbre ésse coeficiente. Nos antigos tratados clissicos, recomen-

(2) Geralmente denominados “Coeficientes de Coriolis” em homenagem a ésse sibio, que os
introduziu pela primeira vez. parece, em um artige publicado nos “Anais de Pontess e Vias” (Ana-
les des Ponts et Chaussées), em 1836, para levar em ennta as diferengas de velocidades nos diversos
pontes de uma mesma se¢Ao num  escodments,
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dava-se geralmente tomar para x um valor igual a 1,1 ou, em outra situacio
qualquer, muito proximo %),

A proporcio que as condicdes do escoamento dos fluidos nos condutos foram
sendo melhor conhecidas, essa simples consideracio foi progressivamente aban-
donada, sem que disso resultasse, no entanto, uma vantagem pratica qualguer,
sendo que 0s autores modernos se contentam em indicar que z pode ter valores
muito superiores aos que foram mencionados anteriormente, podendo, em certos
casos, ultrapassar varias unidades i+,

E assim gque Eydoux '*' admite que . na pratica, esti compreendido entre
1,1 e 2,5,

O professor Escande "% indica simplesmente que “o coeficiente x é tanto
malor guanto maior é a desigualdade de velocidades nos diferentes pontos
da se¢io”.

L. J. Tison ‘"' assinala o valor 1,09, achado por Tietgens Prandtl e indica
que “da-se normalmente a x o valor 1,1” mas que o coeficiente pode atingir va-
lores “muito maiores’.

Ch, Jaeger %' (Paris, 1954) mostra simplesmente que, se dV+#0, tem-se z> 1.

Finalmente, ainda recentemente, ¢ professor H. Schoeler '*' expondo as leis
gerais da hidrodinamica em seu magistral tratado de Hidrologia, lembra que o
coeficiente x, cujo valor ¢ “mal conheecido” “chega a ter o valor de 2 nos tubos
capilares e é maior ainda quando as paredes sio muito rugosas’. Essa imprecisao
em trabalhos modernos prova, evidentemente, que o assunto esti longe de ser
elucidado e gue é util que nos detenhamos cada vez gue se apresentar uma
oportunidade a respeito.

Premidos pela necessidade, fol que fizemos estudos em casos especials, ha
alguns anos ji. Sio alguns resultados, obtidos no decorrer do exame de diferen-
tes probilemas, que relataremos a seguir. Se éles nao resclvem completamente a
questdo, constituem, mesmo assim, solug¢des particulares interessantes que, acres-
cidas aos resultados obtidos por outros pesquisadores, permitirdoc que, mais dia
menos dia, se chegue a uma solucio satisfatoria, de caracter geral. Desde ji, no
entanto, éles conduzem a certas conclusdes validas para os condutos sob pressio,
e também para condutos livres de secho circular, ou seja para escoamentos que
constituem uma parte muito importante da Hidraulica Aplicada.

O Valor do coeficiente z, em uma secao determinada, de um escoamento
qualquer, depende de diferentes parametros e principalmente:

1° — da forma de secio;
2° — da rugosidade das paredes;
32 — da velocidade meédia, ou seja, do numero de Reynolds do escoamento.

Eles condicionam a repaftigé.o das velocidades, ao longo de téda a sec¢do.

Quando se trata de um conduto circular retilineo, horizontal, em escoamento
uniforme, o perfil de velocidades no planc diametral horizontal é, pelo menos
teoricamente, simétrico em relacio ao eixo do conduto.

O perfil no plano diametral vertical pode apresentar uma certa assimetria,
conseqiiente do péso proprio do fluido.

A forma do perfil de velocidades pode ser determinada experimentalmente
sendo, no caso, o meio mais direto e talvez o mais exato.

(31 Originalmente. Coriolis. qus ndo dspunha sendo de elementos e de informagées deficlentes.
atribuiu a z ° valor 1.47. que modificou depois para 1.40, para estimar finalmente que, em deter-
minadas condigées. éle podia baixar até 1,16,

(4) Notese, no entanto. que P. Vauthier. contemporinio de Corviolis e, como é&le, eminente
matematico e conhecedor de Hidraulica, purece ter vislumhrado a realidade rapidamente. Em um
trabalhe publicade em 1836. nes “Amnales des Ponts et Chaussées™ (Vol. 12) a reapeito do coeficiente
de Coriolis, menosprezando sua importincia pratica, &le tentou demonstrar que o seu valor miximo
nao deveria ultrapassar 1.10 e que poderia baixar até 10z,

{5; *“Cours d'Hydraulique generale de 1"Ecole Nationale des Ponts et Chaussées™ — Ano
1931-1932.

(#) “Hydrauligue Generale”, Toulouse 1943. pag. 82,

{7y “Cours d Hydraulique” (Gand 19531 Tome T. pag. 32% -- Tome II. pag. 14.

(81 “Hydraulique technigue” i(Paris 1954), pag. 66,
{9y “Les eaux sout rraines” (Paris, 1062), pag. B4,
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Trabalhos célebres, conio os de Prandtl, Von Karman, Nikuradse e Stanton
principalmente, permitem igualmente, determinar ¢ analiticamente, com uma
aproximacao suficiente.

Particularmente, para um tubo liso, com escoamento de um fluido em regime
laminar, ésse perfil € uma parabola do segundo grau, tal que, a velocidade média
U é igual 4 velocidade maxima Vmax situada no eixo do conduto, coincidindo
com o eixo da pariabola.

Neste caso, um calculo simples mostra que se tem: z = 2 (10,

Contrariamente & opinido geralmente admitida, éste valor nos parece, se-
gundo julgamos, ser 0 maior dos que se tem a considerar no caso em apréco ou.
de outro modo, nos parece ser um maximo. Se tal nao se der, é porque existem
entdo escoamentos caracterizados por perfis de velocidades tais gue Vmax/U > 2.

Isso nao parece ser o caso, pelo menos no que se refere aos condutos indus-
triais. Nestes ultimos, quer sejam de ferro fundido, de aco, de cimento, de
cimento-amianto, etc., as paredes internas sio relativamente lisas, dando lugar
a escoamentos nos quais a reparticao de velocidades é atualmente bem conhe-
cida. Ela conduz a perfis diametrais de tracado geral parabolico, a curva simé-
trica em relacao ao eixo sendo, no entanto, muito mais achatada do que a para-
bola do segundo grau correspondente ao regime laminar. Em todos ésses escoa-
mentos a relacdo U/Vmax estd geralmente compreendida entre 0,8 e 0,9. Néo
nos parece que um acréscimo de rugosidade das paredes possa atuar de modo a
fazer variar sensivelmente ésses valores. Nao nos parece tamhém que essa rela-
¢do baixe consideravelmente em relacao a 0,8, mesmo em Hidraulica fluvial,
salvo talvez para condutos de tal modo cobertos de vegetacdo, que seu problema
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DS TANCIAS DO £/X0 [m)
Flg. 1
110+ Temos a impressio de que foi éste valor gue conduziu os autores a adm’tir a possibilidade

de nimercs ainda maiores pars 5 se bem gue isso nos pareea um limite, cuja consideragio nio
apr:senta interésse nos escommentos industriais,
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nio seja mais da competéncia do técnico de Hidraulica, mais de um ceifador.
Por essas diferentes razdes y ndo pode ter, parece-nos, valores sensivelmente
inferiores ac valor 2 acima indicado.

Foi o que nos esforgcamos para verificar, considerando os condutos industriais
e aquedutos, tendo diametros compreendidos entre 0,20 e 3,30 m e sdbre 05 quais
experiéncias tinham sido realizadas, quer aos nossos cuidados, quer aos dos
nossos colaboradores, quer por especialistas em Hidraulica que, para beneficio
da ciéncia, haviam publicado os resultados dos seus ensaios e trabalhos 11

Como as experiéncias em questdo séo de execucdo delicada, principaimente
nos condutos de pequenos didmetros, e nao podem, freqilentemente, ser efetuadas
sendao em circunstancias fortuitas nas instalacfes que, em prineipio, funcionam
sem interrupcio, fomos auxiliados pelos trabalhos de Prandtl, Von Karman e
Nikuradse, para estabelecer certos perfis e para completar agueles para os quais
nio dispunhamos de um numero suficiente de pontos, principalmente nas proxi-
midades das paredes.

As figuras 1 e 1 bis ddo todas as indicacdes ttels a respeito. Destacamos,
especialmente, a concordancia satisfatoria que existe entre o5 perfis estabelecidos,
partindo-se das velocidades efetivamente medidas a das calculadas nas condicgdes
indicadas, éstes ultimos conduzindo, geralmente, a valores de z ligeiramente
inferiores aos reais (1%, 4
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QUADRO 1
= -
Diametro U VII'I:{\' Q Nugzero e 4
(m) . (m/s) m/s) v, (m?/s) Reynolds
0,20 P0,30 0,356 0,36 | 0,0094 53 000 1,055
” 0,50 0,504 0845 i  0,0157 88 000 1,06
» L3830 3,552 0,85 0,094 530 000 1,071
3,30 i 0,525 0,61 0,86 4,482 1520 000 1,01
» 2,735 3.217 0,85 23,367 7 500 000 1,02
» 3,430 4,030 0,85 29,311 10 000 000 1,025

Esta observacao permite prever 0 que seria o perfil considerado se a veloci-
dade média aumentasse indefinidamente. Levando-se em conta a necessidade de
concordincia na parede, parece que ésse perfil teérico e puramente imaginario
no sentido fisico da palavra, tenderia para um triangulo isdsceles, tendo por

{11} Em particular, as verificacdes referentes aos condutos de 3,3 m de diametre, foram efe-
tuadas em 1945. conforme resultados publicados na revista “Mecanigque” de outubro de 1943, por
. Remenieras., entio Divetor do Laboratoric e do Servigo de Pesquisas da Sociedade Hidrotéenics
da Franga, (“As medidas hidrdulicas nos ensaios das usines hidroelétricas”, por G. Remenieras.
Coumunicagio apresentada nos diiries do Sindicato dos Produtores e Distribuidores de Energia Elétricab.
Segunda o mesmo artigo, a Sociedade Hidrotéendca havia J4. na época. realizado durante longos anos
medidas diversas nos condutos importantes. E certo que sua interpretagio deveria ser atil, com relagio
ao assunto abordade no presente artige.

(12) Note-se que os perfis levantados experimentalmente por exploracic de campo de velo-
cidades no interior dos tubos em e¢scoumento nio tém, evidentemente. o tragado definido dos perfis
caleulados. aeontecendo isso quaisquer gue sejam 05 meies e as precaucdes empregados. Eles sfio rara-
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base o didmetro do condute e por altura a velocidade maxima V, transportada
para o eixo do conduto, tendendo V para o infinito (Fig. 1 ter.).
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Neste caso limite, um calculo simples mostra gue se teria:

Escrevendo:zzRU2 = | # 2 xqv dr

15 - U2 R®
deduz-se: 3 = ——— — =15
- Uz R

que é o valor miaximo que pode ter o coeficiente no caso limite de velocidades
crescentes, quando U e, conseqiientemente, V tendem simultineamente para o
infinito.

Resulta disso que as variacbes de 2 no que cencerne aos condutos circulares.
com escoamento simétrico em relacio ao eixo, estdo compreendidas entre dois
valores maximos extremos, ou sejam: 2 correspondendo as velocidades muito
fracas, vizinhas de zero e 1,5 para as velecidades infinitamente grandes.

No que se refere aos' condutos circulares sob pressio, pode-se condensar os
resultados de numerosos calculos feitos, indicando que todos os valores encon-
trados para z estavam compreendidos entre 1,01 e 1,071, quer dizer, inferiores,
ou mesmo grandemente inferiores ao valor 1,10 considerado como minimo pelos
antigos autores, isso para velocidades bem diversificadas.

O quadro 1 da os resultados correspondentes aos calculos efetuados sdbre
condutos tendo para didmetro extremos: 0,20 e 2,30 m, que foram abordados
anteriormente.

No que concerne aos aquedutos, como condutos livres, as oportunidades
para experimentador sdo raras. Nessa situacio as determinacdes do valor de
x $20 menos numerosas e se referem geralmente a uma gama de vazdes mais redu-
zida. No entanto, como as velocidades de escoamento existentes nessas obras

mentz simétricos e sua utilizagfio. se destinando acs fins mais diversos: cdleule de vazio, cileulo de
z- ete. implica. quase que obrigatoriaments, ne emprégo de compensagdes graficas prévias, destinadaes
a dar a cada perfil sua forma média tedrica mauis provavel.

As dificuldades de realizar medidas no int.rior dos condutos. nas proximidades das paredes,
constituem, por sua vez. uma causa de ertos.

(13)  As mesmas figuras pdem em evidén.ia o alongamento no sentide do eixo, o “esticamento”.
qua resulta para os perfis de pequenas velocidudes, no acréscimo da veloeidade média em um conduto.
O fenémeno é particularmente visivel sdbre o grafico relativo aos condutos de 0,20 m de didmetre.
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sdo mais fracas do que as que abordamos anteriormente %', os perfis correspon-
dentes sio mais achatados sendo possivel, com um numero reduzido de verifi-
cacbes, fazer uma idéia assds precisa do valor de .

E assim que, com relagio aos grandes aquedutos da cidade de Paris, cujas
declividades variam de 0,0001 como minimo (aquedutos de Duhis, de Vanne, de
Loing) a 0,0004 como méaximo {parte do aqueduto do Avre), as velocidades ma-
ximas constatadas para as vazdes proximas dos maximos variam de 0,66 m
a 1,30 m.
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As figuras 2 dio todas as indicagdes Gtels sébre sua reparticac na secio mo-
lhada, bem como o tracado dos diferentes perfis.

O quadro II resume os dados e os resultados obtidos para z, partindo-se
dessas consideracoes.

QUADRO II

U

Vf“!]x .
210 | 0,0001 [155 | 346 | 055 | 065 (0,845 | 101900017 | 1 < x < 101
180 | 0,000 [1,278 | 1,54 | 083 | 093 (089 | 1515000 L0l < x < 102

Como era de esperar, os valores achados para x sio sensivelmente inferiores
aos que correspondem aos condutos forcados. Eles estdo afastados do valor 1,10
que foi citado no inicio déste trabalho. Parece mesmo que, em todos 0s casos
semelhantes, pode-se adotar o valor z — 1,1 sem risco, neste caso, de cometer
um érro superior a 1%, quer dizer, menor do que o (ue seria suscetivel de ser
cometido sObre o valor da vazdo determinada por molinete, guaisquer que
fossem as precaucgdes tomadas na sua exXecucao.

Resumido, pode-se tirar as seguintes conclusdes:

(141 Ver. a respeito: “O escoamento nos aquedutes circulares™ por A. Yibert. “Geniz Civil”
de 1.7 de fevereiro de 1962. pagina 64.
D

(15) R” = U --—
v
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1.2 — Nos dois casos limites anteriormente indicados, o pode atingir teori-
camente os valores extremos de 2 e 1,5. Na pratica, é dificil que isso
aconteca ¢ os valores indicados pelos diferentes autores sio demasia-
damente elevados no que concerne aos condutos industriais circulares
sob pressao, bem como nos aquedutos, como condutos livres.

2.9 -— Para os condutos de pequeno didmetre (de 0,20 a 1m por exemplo)
0 valor 3 = 0,4 € valido para todas as velocidades da pratica corrente.
Para didmetros superiores, o valor 3 = 0,02 parece convir, com uma
aproximacio de = 1%,

3.° — Para os aquedutos circulares, como condutos livres, considerando-se o
que foi dito precedentemente, o valor médio 1,01 parece conveniente,
o limite de 1,02 ndo devendo ser ultrapassado a nio ser nos casos
excepcionais. (16!
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Partindo desses resultados, executamos a figura 3, que da a variacao de z
para condutos circulares.

As linhas pontilhadas situadas ao longo do eixo vertical, tem um carater
essencialmente indicativo (17). Elas comportam um principio de justificagdo no
fato de que permitem concordar simbolicamente, os valores de g determinados
precedentemente, com o valor maximo ¢ = 2 valido em regime laminar, a nao
ser que se ponha em evidéncia a solugio de continuidade que existe, sob ésse
ponto de vista, entre os dois regimes. Em qualquer situacio, interessando um
campo de velocidades inexplorado face ao que dissemos, elas nio autorizam
qualquer deduc®o no que concerne aos fenomenos de transiciio, suscetiveis de se
manifestar na passagem do regime turbulento para o laminar, principalmente
no que se refere aos condutos industriais, para os quais éste ltimo regime nao
¢ sendo uma sttuacdo a citar ou, pelo menos, um limite raro, que se pode con-
siderar como jamais atingido na pratica.

Nestas condicoes, tém-se :

1181 Estus conclusbes corroboram. de qualquer modo, a opiniio emitida por Vauthier {Jja w¢itadar
no que concerne i importancia muito reduzida de papel desempenhado pelo coeficiente x em hidriu-
lica pritica. e conduzem a valorss ainda mais inferivres para &sse coeficiente. do que 03 brevistos
pele autor em 1836,

Elas deveriam por um térmo definitive. parece-nus, nas indecisdes que aparadcem  nas obras
modernas. a #sse respeito,

117; Pode-se fuzer uma idéia muite geral <o tracado dessu curva, assimilando o perfil de
velocidades de uma segio qualquer em um conduto circular, a uma parabola do grau “n"” suficiente
e conveniente (solugdo evidentemente aproximadal, guer dizer, escrevendose: (U -- ur = Krn

onde U é a velocidade média axial (r = Q), u a velocidade a uma distincia r do eixe.
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L Aeg)(nea}

R e

:

o

~

3

121

e % W i W de TeE e

VALORKFS 2K M

rig. 4
nu 3 (n+2)2
Umax = — e
n+ 2 (n4+1) (3In42)

Estas relacdes sao evidentemente verificadas no caso do regime laminar, para o
qual o perfil de velocidade é uma parabola do 2.° grau.

A curva representando x (Fig. 4) tem uma ordenada igual a 2 para n = 2.
ponto a partir do qual ela é constantemente descendente, tendo por assintota
z = 1l paran — =.

No caso, ela difere da Fig. 3, na qual o valor de z, depois de uma queda
excessivamente Dbrusca, cresce ligeiramente, &4 proporcio que & velocidade
aumenta.



