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PRELIMINARES:

Na solucdo das equacoes vetoriais somos muitas vezes tentados a dividir ou
multiplicar um vetor por outro, a fim de assemelhar essa resclucdo a4 uma
equacao algébrica.

Vejamos se existe a possibilidade para tais multiplicacoes ou divisdes, ou se
podemos apenas encara-los como produtos simboélicos. Admitinde a existéncia
de tais produtos vamos determinar a sua expressido vetorial. Pedimos desculpas
aos professores do assunto, caso estejamos cometende uma heresia. ja& que nio
somos especialistas na matéria.

Move-nos apenas, ao entrar em tais cogitacSes, a vontade de ver, aclarado
um assunto gue sempre nos empolgoul.

Dadas tais explicacdes, continuemos,
J4 sabemos do cdlculo vetorial que poderemos multiplicar um determinado

vetor A, pelos seguintes fatores:
a) — Pelos escalares 4, y e {X+z)
resultando os vetores
4A, 4A e (X+9) A
b) — Escalarmente pelos vetores B, (BxC) e (B + Ba()
resultando os escalares:

B.A (BAC) .A
e
(B + BAC) A = BA + BAC.A

¢) — Vetorialmente pelos vetores B, (BaC) e (B4+Ba()
resultando os vetores

BAA, (BAC) » A
e
(B + BaC)aA = BaA + (BaQ)aA

d» E admitindo a multiplicacio algébrica, pelos vetores B, C ¢ (B 4 C)
resultando as expressoes

BA CA
e
B+ C) A=DBA + CA

gue nada mais sao que operadores vetoriais como veremos malis tarde.
O caleculo Omografico ainda nos ensina gue

( £ Ca) A=A+ C A
c
Aly +Cat =2A—AAC
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OPERADOR QUOCIENTE:

Sejam B e A dois vetores quaisquer, referidos a um terno tri-retangular

orientado. Vamos admitir a existéncia do quociente do Vetor B dividido pelo
vetor A.

B
fisse quociente — pela propria definicho de divisho, ¢ tal que multiplicado
A

por A nos dé o vetor B:

o= () aea (1)

:& ' \ A

Vamos provar a existéncia désse quociente, e mostrar que €le é um operador
vetorial (omografia vetorial).

A conhecida formula de expansao vetorial nos da:

(AABAA=(AA B— (AB) A
ou
(AA) B=(AB) A+ (AAB AA

gue pode ser escrito da seguinte forma:
AB =[ (ABY -+ (AAB) AlA

Divinido ambos cs mebros pelo escalar A? vem:

(2)

Ora, o térmo entre colchetes da expressio (2) ¢ um operador vetorial que
multiplicado pelo vetor A nos da o vetor B.

Pelo calculo dos operaddres sabemos que se dois operadores | e ¢ forem tais
que verifiqguem as igualdades:

U=4¢ga v a
U ¢aeV:a¢

entdo ¢ € igual a ¢

V=9

Comparando as expressdes

e
B A.B AAB
A A? A?

vemos que elas satisfazem as condi¢des de igualdade dos operadores especifica-
das e, portanto:
A.B AxB

B
J— — —_— _|.
A A2 2

A (3)
A expressdo (3) que mostra o quociente da divisio de um vetor B pelo ve-
tor A & um operador linear do tipo,
¢ = 2+ Va

em que z é um escalar e v . um vetorial
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CONSEQUENCIAS:
a) — Seja dividir o vetor A por si mesmo
A A A AAA
= + A =11]jaque AAA =0
A Az 2

A divisdo de um vetor por si mesmo é lgual a unidade

b) — vetores paralelos

Se A e B forem dois vetores paralélos tais que B = ; A vem
B 2A

— = —— — } sendo ;, positivo ou negativo
A A

segundo B ¢ A tenham sentidos iguais ou contrarios

d) — Divisdo de vetores unitirios

¢) — Seja dividir o vetor A A B pelo vetor A,
Neste caso efetuando a operacao, resulia:
AAB AAAB + AAAAB) A
A A2 Az

Sendo porém A. (A X B) = 0O, resulta que
AAB == AA(AAB)

A AZ

0 operador quociente se reduz a um vetor,
Theoremasa:
Para que dois quocientes vetdriais sejam iguais € necessario que:

05 seus escalares sejam iguais e

05 seus vetores sejam iguais
Com efeito si

C

A
BE D

entao

A C (B.A) (C.D) (BAAYA (CAD) A
+

B D B? D2 B2 D2
ou

(B A) (C.D)

B2 D¢
(BAAA (DAD) A o

B2 Dz

n
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donde

(B.A) (C.D)

B D
(BAA}  CAD

B2 D
e) — Seja resolver g equagio

rAf = M equacdo vetorial do eixo de um vetor deslisante F. Divi-
dindo ambos os membros da equagio por F, vem:

TAF M
F F
ou
M F.M FAM
AN = — = -+
F B2 e

Ora, sendo F.M = O ja que rtA F.F = O
resulta pois a ignaldade dos dois operadores

FAM
TA — A
2
FAM
I —
F2

gue ¢ uma solugdo particular do vetor r. A solugido geral serd:
FAM
r = + » F
2

onde 7 é um coeficiente a determinar, ja que o produto vetorial
geral é:
(I"}'}\F) AF:M

O valor de 3 serid determinado multiplicando-se escalarmente ambos 03
membros da eqguacao por F

(FAM)
r P F4+ ) F.F

donde

E a equacido do vetor r sera:

FAM + (tF)F

Fu
RECI{PROCO DE UM VETOR

A
Ja vimos a existéncia do operador quociente -— Passemos agora a procura
B
do vetor reciproco de um vetor dado.

Seja A um vetor qualquer referido a um terno orientado.

1
vamos admitir a existéncia do vetor — reciproco desse vetor A.

A
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1
Seja B um vetor qualquer. O quociente do vetor B dividido pelo vetor — €
A

um operador de expressag (3)
logo

B 1 1 1
- = - — . B +(—-.-’\B )A

G

A expressao (4) € um operador vetorial. Aplicando ésse operadoer ao vetor

(4)

1
-~ teremos o vetor B.

A

|-

_ 1 1 1 11 1 1
1\ — . B|— ——-——) B (r- P)_
(_} A A A A A Ja
A
Donde
B =" 1.1
1.2 |— — (5)
(_) A A
A
porém para que a expressido (5) seja uma identidade, é necessiario que:
1 1 1
o — .= =1 (6
{1 ) P (6)
v A
expressdo essa gque se verifica fagendo o vetor
1 A
—_ = — (7
A [ Al

Da expressac (7) se conclue que:

“O reciproco de um vetor € outro vetor igual ao primeiro, dividido pelo quadra-
do do seu modulo”.

Os autores Cissoti, Heaviside e Pompeu B. Acecioly no seu magnifico livro,
“Equacdes Vetoriais” admitem a igualdade (7) como uma definicao. Da equacao
(7) se conclue que o reciproco de um vetor unitirio é o proprio vetor unitario.

PRODUTOS DE DOIS VETORES:

Ja vimos a existéncia do vetor reciproco do vetor A, vejamos agora a exis-
téncia do produto de dois vetores. Substituindo
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1

— pelo seu valor na expressic (4) teremos:
A

1 1

— B i {— ABJA| = A.B + (AABYA
A A

= BA — —

( 1 )9.
A A
ou

BA=A B+ (AAB) A

B 1
1

8

A expressao (8§) nos mostra que o produto de dois vetores é um operador
linear.

APLICACAO
EXERCICIO I

BB =B.B + BABA = B!

O operador BB aplicado a um vetor A da sempre um vetor paraléle a A.

EXERCICIO II

Num tridangulo A B C, sendo o lado ¢ igual 4 séma vetorial dos outros dois
lados poderemoes escrever;

c — (& 4+ b)
ou

cc = {at+h) (at+b
desenvolvendo vem:
¢t —ar* + b —2abeosab
J4 que os vetoriais (aAb)A ¢

(bAa) A se anulam.

EXERCICIO Il
SENDO DADOS:

X.A:a
XAB =C

em que A B e C si0 3 vetores conhecidos e » um escalar, achar o valor do
vetor X.

Multiplicande a segunda equacio por A, vem:
A (XAB) = AC

Desenvolvendo vem;

(XAB) . A+ (XAB) AA=C . A +CAAA
Igualando os escalares e os vetoriais, teremos:

(XAB). A =C.A
e
(XAB)AA = CAA

Desenvolvendo o primeiro membro da equacdo e substituindo X. A por gz,
vem:

(A X)B—(B.A)X = CAA
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donde

CAA + 2 B
AB

Expressdo essa, que nos da o valor de um vetor X, quando se conhecem 05
seus produtos escalar e vetorial, com dois vetores dados A e B. No caso de A
ser igual a B vem:

CAA + 2z A

A2

EXERCICIO IV

Seja resolver a seguinte equacao:
1 X +XAA =B
Em que y é uma escalar e A e B dois vetores dados
temos:
XAA =B —zX
Dividindo ambes o5 niembros por A, vem:

XAA B—gX

A A
Desenvolvendo vem:

A(XAA) + Ax (XaA) A = A (B— X)) + AX (B — zX).
igualando os escalares e vetores vem:

A {XAA) =0 =A. B — 23X

donde

1
XA =— (AB
#1

e
AANXAA) = AAB — 4 X)
Desenvolvendo vem:
— (A XY A 4+ A2 X — AAB — 4 AAX

substituinde AAX e A.X pelos seus valores, vem:

I
A2X — 5 {(B— xX) = AAB + — (A.B)A
4

donde feitas as operacdes:

I
AAB 4+ —(ABDA— ;B
X = ’

a2 4 A2

Ja que o valor de X é

C BAC
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MULTIPLICACAQ E DIVISACQ DOS OPERADORES QUOCIENTES

A multiplicacao e divisdo dos operadores guocientes podem ser feitas do
seguinte modo:
a) Multiplicar ou dividir um operador por um vetor
BA
Exemplo: {BA) C, ——
C

b) Multiplicar ou dividir um operador por outro operador.

() GIGE ()

veremos gue hum e no outro caso, o resultado é um vetor ou outro operador.

Exemplo:

Passemos ao primeiro caso.
Ja vimos que o produto de dois vetores BA é um operador.

Multiplicando ésse produto por um vetor C ou o0 seu reciproco teremos como
resultado um vetor diferente de A, B € C.

Assim, se ao produte B A multiplicarmos ¢ vetor C teremos:

(BA) C — IAB + (AaBXx)I C = (ABY C 4+ (AAB) A C.
Desenvolvendo-se resulta:

(BA) C=(BAC+(ACYB - (CBA (%)
Do mesmo modo se deduz,

C (BA) = (B.A)C + (A.Cy B— (C.B) A

Donde resulta
C (BA) = (BA)C (10)

1
No caso de se aplicar o vetor — reciproco do vetor C a expressao (9)
C

se torna:
1 C 1
(BA] — — {BAY) — = — [(B.AY C + (A.O)B — (C.B) Al (11
C Cc: c2
De (11) se tira, fazende C = A
1 1
— (BAY = (BAY — — B (12}
A A

Veremos porém que:

1 1 1
__ (BA) — (BA} — = — [{(B.A) B 4+ (A.B) B — (B.B) Al

B B B2
ou
1 1 2(A.B)
— {BA) = (BA) — = ——— B — A (13)
B B B

1
vemos pois que — (BA) é um vetor diferente de A e de B.
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APLICACAQ
I

ROTACAO DE UM VETOR NUM PLANO

Seja um plano normal ao vefor k e v um vetor déste planc. Vamos deter-
minar uma operacao vetorial, que permita a transformacio do vetor v num
vetor X tal que a sua diregdo orientada se deduz dado vetor v por meio de uma
rotagio de um angulo ¢ € cujo modulo seja igualar | v | .

kay +

? v

Figura 1

O vetor X, figura I, de equacio:
X = rcosgv + r sengkAv

expresso em funcio dos vetores v e kAv responde a questio, pois é um vetor
cuja direcio orientada faz um ingulo ¢ com o vetor v e cujo modulo é:

X =riv].
A operacio gque permite deduzir o vetor X do vetor v é o operador quo-

X X
ciente { — ), pois ( — )1 v = X
v v

Determinemos ésse operador:

X 1 1
—=—[IvX £ VAX) Al = —[reos ¢ v2 | rsen ¢ v:kAl
Voo v

X

— = Ircos ¢ + rsen g kAJ

v

Esse operador permite deduzir o vetor X do vetor dado v.
X - \rcos¢,+rsen¢k;\}v:rcos¢.v+rsen¢k1\v
O operador
I COS ¢ + T sen ¢ kKA

é chamado versor do vetor v, peis permite dar a v uma rotacdo de angulo & -

No caso de ¢ — — o versor se transforma em

i

rkA

I
VETOR SIMETRICO

Ja vimos que o operador
X
— =T (€08 ¢ + sen ¢ kA) (1)
v

aplicado ao vetor v. nos da o vetor X.
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Figura 2

Procuremos agora um operador que multiplicado por v nos dé um vetor X’
simétrico do vetor X em relacio ao vetor v.

Ora, 0 operador
<
— — r (cos ¢ — Sen ¢ KA) (2)

v
satisfaz o pedido.

Comparando (1) e {2) vemos que os dois operadores tém escalares iguais
e vetores iguais e sinaes contrarios.

Podemos pois escrever

que é a equacdo que nos dia um vetor X' simétrico de X em relacio a v.
De (3) temos
1
X = (vX) —
v
APLICACAO:
Achar o simétrico do vetor X — ai + 2 bj em relacio ao vetor i
X — ai + 2 bj
v =1
Aplicando (3), vem

X' = lf(ai + 2b) .1 4 (ai + 2b}) Al| 1 =
X' = ai — 2bj
I

DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA

Seja um ponto P definido pelo vetor B e a reta Op de direcado dada pelo
vetor A.

Figura 3
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A distincia do ponto P ao vetor A, é dada pelo mdédulo do vetor
|p —P ' = 'Bj sentd).
Ora
AAB = }A:Bi sen d
Em que d é um vetor unitirio normal a A e B.
Dividindo a eguacao por A, vem:
AAB d ABisenp d A

— = 'Al Bl senfd — =
A A ‘A2

Porém

dA=(AAD
uma vez d.A = O
Teremos assim

AAB IAB sené (AAd) AB| sen (3 A'd,

A A? A?

Sendo ¢ o vetor unitaric normal A e d

O operador g equerda se reduzindo a um vetor, pois A. (A B) = o0, pode-
mos escrever
AAB B! sen@: = (P — B)
A =
Entio
lAAB|

| -——— | = distincia do vetor B ao vefor A
oA
e

BISSETRIZ DE UM ANGULO

B
%
o % /?
A

Seja um dngulo de lados definidos pelos vetcres unitarios A e B, seja P 2
bissetriz désse angulo.

fendo o lado A simétrico de B em relacio & bissetriz podemos escrever:
BP =PA
Dividindo por B e efetuando as operacoes, vem
PP P A
B B
ou
(P.B)B + (PABIAB = (A.F)B + (AAB)AB

2(P.B) B=P:P=(AP) B+ (AB)P— (P.B) A
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0] &
Substituindo P. A = (P.B} — ‘P; |A: cos — = }P} cos —
2 2
vem

o

cos —

P! 2

SR [
1 4+ cos &

que é a equacdo da bissetriz do angulo

No caso de & — 60° resulta

Seja o tridangulo O a b de lados definidos pelos vetores A, B, e C. As altu-
ras (a-c) e (b-d) tém por eguacio:

AAB
P=-B+ X
A
BAA
PP =A 4+ Y —
B
e

Desenvolvendo as equacdes, resulta:

AB

P—-—B—xB 4+ X A

A?
AB

P=—A—YA -Y—B
B2

no ponto de encontro das alturas P = FP°

Efetuando as operacdes vem:

Y | A.B
B |[l—x—— AB)] —a [I—Y—x
B* | A?

ou

Y
1 —-x——(AB) =0

X
1— Y — — (AB}

i
o
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Resolvendo as eguacdes, vem:

AB A
—1 4 — — 1 4+ — cos 4
B2 B
X = =
(A.B)?2 _ sinz
—_1 4 — ¢
A? B2
A.B B
-1 4+ — — 1 4+ —cos ¢
A2 A
Y p— =
(A .B)? — sin?
— 1 4 ¢
A2 B2

APLICACAQ
No caso de um ftridngule equilitero
‘Al = BL ¢ = 60
e vem
2
X=Y=+ —

3
Altura (a-c¢)

Substituindo na equacgfo da altura (a-c¢} x pelo seu valor, resulta; fazendo
as operacoes

AL B

Ora, da figura se tira gue

2
P=B — — (a-e)

3
ou
1 2
— A+ Bl =B — — {a-c)
3 3
donde

Altura (b — )

Do mesmo modo se deduz que a altura

B
b —ad — A — —
2
Altura (e — 0)
3
Ora, a altura (e — o) é igual a — P
2
3 3 1
(e —0) = — P = — — [A + Bl
2 2 3
A B
e —0) = ——

2
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MULTIFLICACAQ DE OPERADORES
Multiplicar ocu dividir um operador por outro.

A multiplicacio de um operador por outro da como resultado um operador

Com efeito
A ( €Y = _1_.l (BA) 4+ (BAd) A [ [ (L.C + (DAC) A }
(_ R D D= B*

1
1

B.A) (D.C) (B.AY tDAC) A +
DB ! T !

(D.C' BAAIA + (BAAI A (DAC A J

Entao

D.C) (BAA) A+ (BANA) AMDAC A
B: D

It D
Podemos facilmente verificar gue

(;\) (c) {B.A) (D.C) + (B.A) {(DAC) A +

A C C A

(—t({—)EZxX(—) (—} E 1
B D D B

A B B A
{(—) (—)yC =(—) (—) C II
B A A B

A B
(=) {—) A =A(—) (—) =A IiI
B A B A



