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I — GENERALIDADES

1.1 — fntrodugdo: durante o estude de um grande nitmero de crescimentos popula-
cionais humanos, observa-se que, dentro de certos intervalos de tempo. estes crescimentos
populacionais seguem aproximadamente determinadas leis. Por este motivo. muitos avtores.
a comegar por Malthus, conscguiram obter equagdes empiricas, que satisfazem. com
razoavel aproximagio. o crescimento populacional observado dentro daguéles intervalos de
tempo.

Ora. estas equacgdes empiricas tém uma validade limitada aos intervalos de tempo
observados, e qualquer extrapolagio superior nem sempre pode corresponder ao futuro
crescimento real a ser observado.

O intervalo de tempo em que o crescimento obedece & uma determinada lei empirica,
corresponde & um estdgio de crescimento. e a ésse estdgio chamamos de regimen de
crescimento. Esses regimens de crescimento sio casos particulares do crescimento logistico,
dentro de certas restrigdes.

Observadores menos avisados, costumam, em seus estudos de crescimento populacio-
nal, tais como para projetos de sistemas de Aguas e esgotos, simplificar o desenvolvimento
dos trabalhos de estimativa de populacfio, adotando alguma das citadas leis de crescimento,
conforme as conveniéncias ou opinides de leigos no assunto, muitas vézes, interessados em
atribuir um excelente crescimento da populagio de swa cidade. e depois extrapolar para
periodos de tempo muito longos, dentro dos quais € muito possivel o crescimento popu-
lacional ji ter mudado de regimen. Supondo que ¢ crescimento logistico seja geralmente
seguido para os crescimentos populacionais humanos, verifica-sz que o observador poderd
errar ora para mais, ora para menos, dependendo do estado logistico daquela populacio
no estigio considerado, e da extrapolagio feita. No primeiro caso as geragdes presentes
pagario pelo maior custo da obra, e as futuras gozardo de um beneficio que nio pagaram.
No segundo caso a obra terd gue ser ampliada logo apds a sua inavguracio. No primeiro
caso observa-se ainda uma ampla injustica para com as geragdes presentes, com ganho ilicito
das geragdes porvindouras, e no segundo caso a obra tornar-se-ia uma obra de Sta. Engrécia,
como diria o povo na sua linguagem simples ¢ significativa, Ainda neste caso, como
veremos em trabalho posterior, a obra ficaria por um custo exorbitante, e com a possi-
bilidade de ser abandonada em pouco tempo, para ser substituida por outra de muito
maior capacidade.

E’ bem verdade que, ajustar uma obra para ser paga soOmente por uma geragae €
algo bem dificil de ser obtido na pratica. Contudo, um recuo ou um avango exagerados
sobre o tempo de saturagfio das obras plblicas, é um abuso que sé pode ser superado
por meio de um estudo sério e cuidadoso da estimativa de crescimento populacional, coisa
que nem sempre se faz, ou ento por um mero acase da sorte. sistema éste desconhecido
na Engenharia.

Mas, apesar de tOda a sabederia, engenho e perspicicia de um projetista sagaz,
ainda existem os acidentes imprevistos e imprevisiveis no crescimento das populagoes,
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pelo fato das mesmas ndo serem, na maioria dos casos. populagdes fechadas, e cujos
acidentes sio fatores verdadeiramente incontroliveis na época em que foi feita a estimativa
Estes fatores devem servir como aviso e freio aos simplistas e generalizadores impeni-
tentes das equagoes de crescimento das populagdes.

Os rgtmens de crescimento populacional ainda s30 uma arma razodvelmente segura
para os que os sabem utilizar com prudéncia e sabedoria.

1.2 — Regimen Normal de Crescimento: dizemos gue um agrupamento humano tem
regimen normal de crescimento guando éle satisfaz, no decurso de todo o seu crescimento.
a equagiio logistica cldssica ou de Verhulst. E' um regimen puramente ideal, como ja
temos dito; podendo. contudo, existir estatisticamente. e principalmente nas populagdes
fechadas.

O regimen normal de crescimento das populages € dificil de ser obedecido. rigoro-
samente, no decorrer da historia do crescimento de uma populagio. pelo fato de que
sempre aparecem acidentes retardadores ou aceleradores do seu crescimento. Estes acidentes
podem ser de diferentes ordens, tais como econdmicos. religiosos inclusive. politicos. sociais.
sanitdrios, técnicos, ete.

Qualquer grupo humano estd sempre sujeito i inter-agdes sociais. econdmicas, culturais.
cte.. com os outros que lhe sfo adjacentes. e conforme a intensidade destas inter-agoes, a
evolugio do crescimento do grupo em estudo pode ser eventual ou definitivamente afetada.
trazendo uma deformagio permanente na curva de crescimnto.

1.3 — Regimens de Crescimento: o regimen normal de crescimento pode ser dividido
em varios estigios, para os quais valem aproximadamente as equagdes empiricas encontra-

das por varios autores.
Nio vamos discutir 0 mérito ou a validade déstes regimens parciais de crescimento
quanto & sua aplicabilidade nos casos praticos, mas tdo sOmente as suas relagbes com a

logistica,
Estes regimens parciais de crescimento sio peralmente classificados nos scguintes:

— regimen aritmético;
— regimen geoméirico ou de Malthus, simples e composto;

regimen de Wappaus;

[>T £ I« )
|

— regimen dos acréscimos finitos.

Além déstes quatro regimens classicos, ainda existem outros, tais como os do Prof.
Authos Pagano (ref. 1), ete..

No presente trabalho estudaremos somente o aritmético. Os outros, possivelmente,
serio estudados mais tarde por nods.

1.4 — FExisténcia dov Diferentes Regimens de Crescimento: a existéncia dos diferentes
regimens de crescimento das populagbes é perfeitamente explicivel pela curva do cresci-
mento  logistico.

Esta curva apresenta uma forma com trechos priticamente retilineos, com um trecho
de curvatura positiva e outro com curvatura negativa ¢ ainda um ponto de inflexio.
Cada um déstes trechos pode definir um regimen de crescimento, dentro de uma certa
margem de érro.

O regimen aritmético poderia ser estudado em trés trechos diferentes da curva lo-
gistica: as duas assintotas e em tdrno do ponto de inflexdo. O estigio mais interessante é
aquéle que estd em tdrno do ponto de inflexdo, ¢ é o que serd estudado por nds neste trabalho.

2 — CONSIDERACOES TEORICAS

2.1 — Comparagio Entre os Dois Regimens: o regimen aritmélico de crescimento po-
pulacional é um regimen simplesmente linear. Por éste motivo éle nio pode ser extrapolado
indefinidamente, pois tal regimen nio prevé nenhuma forma de saturagfio finita, e a satu-
ragio finita, sob qualquer aspeto que se apresente. é um fendmeno que realmente existe
na natureza, como decorréncia da propria limitagic material do mundo césmico em que
vivemos.
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O regimen aritmético, entre outras formas, pode ser representado matemiticamente
por uma expressio lincar do seguinte tipo:

P, = P, + at (1)

sendo P, a populagao inicial. 3y o cocficiente angular da reta de crescimento. ¢ “t” o
tempo na unidade logistica. A varidvel tempo, entretanto, pode ser dada pela unidade
logistica dos tempos. como acima. ou pelas datas do calendéario. indiferentemente. No
caso de mudanca de varidavel teriamos (ref. 2):

T —T,
! = —i (la)
que substituida na (1) fornece:
k4
Pa — Pml “+ —.l—' (T — Tn) (1b}
¢ ieremos:
| |
2

‘ ¥ = = ‘ (1c)

sendo 7’ o coeficiente angular correspondente & variavel “T.
Déste modo teremos:

P.‘l = p:;l} + 2 (T — Tu) {1d)

No caso do tempo “t” tender para o infinito teremos:

Lim P == (2)
t—

o que mostra nio haver saturacio finita neste regimen. Ora, a duragiio do regimen aritmé-

tico de crescimento é materialmente limitada, ¢ a partir déste limite éle ji nio funciona
dentro da observagdo pritica.

Como nio hd um dnico trecho da curva logistica que seja realmente retilineo, con-
¢lui-se que a coincidéncia entre os dois regimens da-se sdmente num tnico ponto. Neste caso,
a pesquisa déste ponto torna-se muito mais ficil usando-se o método diferencial. Assim a
equacio diferencial do regimen aritmético ¢ dada por:

dp,

—4f  — @ = constante (3}

Por outro lado, a equagado logistica sob a forma normal (ref. 3) € dada por:

P\'
P = ’ﬁ;f_ﬁ.ﬁ' o NP\ (4)
coma
4 equagdo diferencial da (4) é:
ar 2P e—2% d;l';
Tdt g e-27y K Tar ©
mas (ref. 4):
bt — a
] 3 (7
dg b
ke
= — 8
dt 2 (8)
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a qual substituida em (6) da:

dpP bP e—27
dt T (1 4 e—27)2 )
que igualada a (3) fornece:
bP.e—29
T = = (10}

(1 + e—z9)2

Ora. a equagdo normal logistica (ref. 5} & dada por:

1
N= e ew (n
que substituida em (10) fornece:
!
72 = BP N2e—2¥ (12)

No regimen aritmético x ¢ constante. Como “b™ e P_ sfio constantes, ¢ regimen aritmético
dentre da logistica fica definido para:

Ne—2% = constante (13)

A condigio de constincia de 5 ¢ dada pelo valor nulo de sua derivada primeira:

; 2bP e —2%
F& T e — 1) =0 (14)
dy = (1l 4 e—29)3 -
cuja condicio é satisfeita para:
e—2% — 1 =0 (13)
advindo:
e 29 = 1 {(16)
¢, finaimente:
s =0 l (17)

Entdo, dentro da logistica, ¢ regimen é aritmético sdomente no ponto de inflexdo.
Antes e depois déste ponto, o regimen nio € tedricamente aritmético.

Para 5z = 0 vird:
N =N =05 (18)

Levando as duas condicbes (17) ¢ (18) a (12} vem:

bP

(19)

Sende “b” dado por (ref. 6):

b =2 (?1 — ?U) (20}
teremos, finalmente:

Py (91 — o)
g = 21 T (21)
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2.2 — Mudunga de Varidvel: 5 € o coeficiente angular da tangente A curva logistica
tomando os tempos “i” no eixo das abscissas. St tomarmos os valores de ¢ nas abscissas, entdio
o coefiente angular sera dado por:

o4 dP dt 2% 2
PT Td, T @ X Tde T b (22)
o "__I
. _ 2z | 27,
w = b L (-_tl)
substituindo o valor de y da (12):
|
| &= 2P Nee-E? (23)
\
que no ponto de inflexio passa a ser:
5 = P; ‘ (24)
! 2

Isto mostra que o valor da tangente no ponto de inflexéio. ou seja onde coincide
¢ regimen aritmético com a curva logistica, é fungéio exclusiva da populagio de saturaciio.
tomando ¢ como valor das abcissas.

2.3 — Equucdo da Tangente, a equagao da tangente gue passa pelo ponto de inflexio
é facil de ser determinada. Sabe-se que ela corta o eixo das populagdes no ponto de
inflexdo, entdo:

P
p =P = - (27)

i

]

¢ sabe-se também o seu coeficiente angular., que é dado em (24). Entdo a equagio da
tangente no ponto de inflexiio toma a forma:

p=fy+ P (28)

-

Substituindo os valores de % e P; vem:

p= g (29)

ou seja:

l (30)

Mudando a variavel ¢ para os tempos " teremos:

substituinde na (30):

o

1l
J:s[ o
-]

e

-

+
r—

|
)
——
| T
»

an

Para a variavel T, ou seja para as datas do calendario teremos:

bP, a ) P
- - & - - (31a
P =y T+(1 22 )
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Considerando a (79):

P, a P
p = ’iTjL(l_T)._J—S (31
2.4 — Discussdo da Equagdo da Tangente: estas duas equagdes sio interessantes e
merecem ser discutidas.
Fazendo ¢ = 0 na equagiio (30} vem:
P
—_ 5 2
P=— (32)
para p = 0 vem: ‘
¢ = — 1 (33)
Para P, = 0 vem:
p =20 (34)
E, para P, = = vira:
p = = (33)

Isto mostra que 4 tangente 4 curva logistica no ponto de inflexio gira em t6rno do

ponto p = 0. ¢ = — 1 quando P_ varia dc zero ao infinite. O limite minimo ¢ dado
por uma reta que coincide com o cixo das abscissas, e o limite maximo € dado por uma
reta paralela ao eixo das ordenadas passando pelo ponto ¢ = — 1, como se pode ver na
Fig. N2 [.
p
&
g at
5w L
&z
=1
@ ‘6’ /
w z
= /
- 4
-
-4 0

-

/
LIMITE INFERIOR
DA TANGENTE

+ ¢

FIG N2 1

VARIACAD DA TANGENTE NO PONTO DE INFLEXAO

JCOM=1.957
Fazendo t = 0 na equacgiio (31) vem:
a P,
Pro = (1 — ..2_) o (36)
Fazendo p = 0 vem:
a— 2
t = - = (37)
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Vé-se entio que o polo se desloca para a direita gquando “a™ aumenta. e que a inclinagio
da tangente no ponio de inflexdo aumenta com o aumento dc “h" e de P,
O ponto de inflexio ¢ dado para:
P,

P o= (38)

Fazendo “p” na (31) tomar éste valor vem para t -

f, = —— (39}

O eixe das ordenadas esta afastado do valor acima (39) em relagio ao ponto de
inflexao, Ora. como “b" € sempre positivo. ¢ “a” pode ser positivo, nulo ou negativo
(ref. 7). infere-se que o ponto de inflexiio pode ocupar trés posigdes relativamente aoc eixo

das ordenadas. usando-se a variavel “t” para as abcissas.

1.¢ Posicdo: para
a < ¢ (40}

o valor de t; € negativo, € o ponto de inflexio estd & esquerda do eixo das ordenadas.

2.4 Posicdo: para
a = 0 (41)

o valor de t; é nulo. e o ponto de inflexgo coincide com o eixo das ordenadas. Neste
caso © eixo das ordenadas € ¢ mesmo, tanto para a varidvel f COMO para os tempos ",

3.9 Posicio: para
a >0 (42)

a valor de t; € positivo, ¢ o ponto de inflexdo estd & direita do eixo das ordenadas.

2.5 — Limites Prdticos do Reimen Aribmérico: Como ji vimos no pardgrafo 2.1, o
regimen aritmético puro de crescimento populacional 36 existe num ponto da curva
logistica, que é o ponto de inflexio. Em qualquer outro ponto da curva o regimen nio
¢ aritmético.

Entretanto. dentro dos valores priticos, o regimen aritmético pode ser estendido & um
conjunto de pontos da curva logistica, englobande uma parte dos rames direito e esquerdo
da mesma, a partir do ponto de inflexio.

Vamos, por definicia, dentro dos limites que a pratica permite admitir, dizer que ha
um trecho da curva logistica que obedece ao regimen aritmético de crescimento populacional,
guando o desvio mdximo das populagdes entre o regimen aritmético puro e o regimen
logistico é de =+ 5%. O regimen aritmético puro neste caso é definido pela tangente
a curva logistica no ponto de inflexdo.

Déste modo, interessa determinar quais os valores de G € de N correspondentes &
éstes desvios maximos.

Observando a Fig. N.2 2 vemos de imediato que:

R (43)

[T ll

sendo ; o érro admitido, “p” o valor da populagio dado pela tangente no ponto de

inflexdo, e P o valor da populagic dado pela logistica.
Substituindo “p™ dada pela (30) e P dada pela (4) vird imediatamente:

P‘i
0 +¢) = 1 14+ ¢—2N
= PN = ZN (44)

m

]+?—2N
g = — 44
e N (44a}
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Aplicande a ¢ os valores maximo e minimo teremos:
L 005 I +$|l_2Nﬂ
g0 — A=
2N,
(45)
N1+, — 2N,
g, — — 0,05 =

2 2N,

A partir da tabela da funcfo logistica normal (ref. 8). resolvemos estas duas equacdes
pelo método das aproximacdes. cujas raizes sdo:

c. = + 065063

{46)
N, =  0,7860176
sy = — 0.4532]
Fo } (47
N, 02877921

Os valores mdximo e minimo, dentro dos quais funciona o regimen aritmético como
acima definido, si@o independentes da populagio, sendo fungio exclusiva de G pois na
cquaciio (44) a normal N € fungiio de ¢ . Por outro lado, os dois valores limites de o
sio fungdo do desvio admitido ¢ .

Déste modo. © regimen aritmético & satisfeito na logistica, para um érro ao nivel
de = 5%, entre os vatores de ¢, = 0,65063 ¢ ¢, — — 045321,

Verifica-se que o intervalo no ramo direito da curva é maior do que no ramo
esquerdo. a partir do ponto de inflexdo. Isto ¢ devido ao fato de ¢ ser um valor relativo,
e como P ¢ “p” sio maiores no ramo direito do que no esquerdo, os valores de %. & N, séo
maiores do que os de ca © N, em valores absolutos.

2.6 — Assimetria Entre o, ¢ g, ¢ Os valores de ¢, ¢ gy deveriam ser, aparentemen-
te, simétricos em relagio ao eixo das ordenadas, pelo fate da curva ser simétricamente

invertida em relagiio a4 tangente no ponto de inflexfio. Entretanto, como vimos acima, tal
nao acontece.
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Para uma diferenga relativa ¢, no ramo direito, correspondente a um valor g,
teremaos.:

ps — P
= (48)
e para o ramo esquerdo. correspondente a G vird:
Py — Pll
W= T (49)
Si tivermos:
g = ! (50)
teremos evidentemente;
p(lii Pu o J p'_> . p'_’ (51)
| PU | P:
Ora. entretanto:
P, > P, (52)
e entao:
P — P'.' = .pn - Pu (33)

Si a primeira diferenga ¢ maior do que a segunda em valor absolute. hd um maior
afastamento entre a tangente e a curva logista no ramo direito do que no esquerdo. Este
maior afastamento condiciona necessiriamente a seguinte desigualdade:

I?_’ > i?l) (54)

conferindo com os resultados obtidos para ¢, €

Isto tem uma consequéncia muito importante. a qual mostra que, para qualquer

que seja o nivel do desvio adotado. mas sempre igual em valor absoluto nos deis ramos,

entre 0 regimen logistico e o aritmético, a duragio déste regimen é sempre maior depois da
passagem pelo ponto de inflexdo do que antes de passar pelo mesmo ponto.

gy €M (46) e (47).

3.7 — Duracio Total do Regimen Aritmético: € outro aspeto importante do assunto
que estamos focalizando.

Ja vimas que os limites do regimen aritmético, a um nivel qualquer do desvio adotado
em relagdo a logistica, ndo dependem da populagio de saturagio, e nem das outras cons-
tantes da equagiio logistica, mas tdo somente do valor do desvio adotado, e, em conse-
quéncia, de ¢, e 4.

Voltando & (7), e isolando *“t” vem:
t = ————— {55)
Aplicando a dois limites extremos de um trecho de cuja duragiico se deseja saber:

2
(txl——‘?n+a

b
4 (56)
- 2 Tm + a
m - b

Subtraindo a segunda da primeira vem:

2
t, — ¢ = _bi (9.\ - ?m) (57)
Considerando que:

t = —_— (58)
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ou, para os dois pontos em consideragdo:

5 (59)

Dn- m = ATn—m = Tn — T, = _b— (?11 - ?m) (60)
Considerando as (46) e (47) vira finalmente:

D, , = 2.20768 % ‘ (61)

que é a equagho da duragio total do regimen aritmético. ao nivel daquele desvio adotado.

2.8 — Relagao Duracionul: uma vez tomados dois periedos diferentes de crescimento,
pode haver interésse em se saber a relaciio entre a duracio de um periodo com referéncia
a0 outro. A esta relagdo chamamos de relagio duracional. Sendo o primeiro intervalo
de tempo definido indiretamente por dois valores de G tais como ¢, ., € ¢,. € o segundo
intervalo definido por outros dois pontos g, € ¢, . leremos que a duragao de cada intervalo
serd dada a partir da (60) por:

Dn—m = _b_ (?n - q‘ln)
(62)
2i
Dr—q = b (% " "Ffl)
em que:
(FT > ?(i > ':?u > <Fm (63)
A relagdo duracional sera definida por:
R, = —o  Fw (64)
?r' — %u

Esta relacdo poderd tomar valores menores, fguais ou maiores do que a unidade, mas
nunca poderd ser negativo.

No caso de:
Fn T Im = Fr T Gy (65)

a relagdo duracional serd igual a unidade.

) [Tyt

Si os pontos de ordem “n” e “q” coincidirem, e 03 de ordem “m” ¢ “r" se tornarem
equidistantes no tempo, em relagdo ao ponto central, satisfazendo, portanto, a condigdo
de Yule, teremos que:

- —
Tu Tn—1
Ry =m —7 " (66)
D .
(? n—1 ¥Yn—2
e, chservando-se que:

T = 2?:171 - ?n—:l

vird para a relagio duracional:

R, — — — 1 (67)
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Isto quer dizer que para a condi¢io de Yule, a relacfio duracional serd sempre igual
a unidade.

Demonstra-se facilmenie que vale a seguinte expressdo para a relagio duracional:

R _ Gn T Sm _ Tn - Tm _ In - tm (68)
no— = _ T

r T %a T =T, =1
2.9 — Duragdes Parciais do Regimen Aritmiético: a duragio parcial do regimen aritmé-

tico &4 esquerda do ponto de inflexdo ¢ menor do que a duragfo parcial 4 direita do mesmo
ponte. Fazendo na (60):

2i
" D 1-0 — b o
! (69)
2i
l D, ,= R E
pois ¢; = 0. teremos que a relagio duracional para o regimen aritmético serd dada por:
T |
Fa |
R, = — . (70)

substituindo os valores de ¢. e ¢, pelos dados nas (46) e 47) teremos

0,65063 B
Ry = ——gassar — 143506 (71)

mostrando gue a relagiio duracional € constante para os pontos extremos do regimen aritmeé-
tiso, sendo independente das unidades, e dependendo somente do valor do desvio ado-
tado == z.

Aplicando sucessivamente a (60) para:

ramo direito { T (72)
Gm — Fo = 0
= = 0
ramo esquerdo { Pu wo (73)
'?m - ?nl
teremos!:
2i
Dn-l) == b CFn
(74)
21
Dll—m -—= - b Tm
Isolando g da (44a) e aplicando a “n” ¢ “m™ teremos:
$n = 2N11 {1 T+ En) — 1 (75)
{ ¢m — 2Nm(1 + 5111) — |
¢ substituindo nas (73) vird:
H 2i
D1140 = b [2N11 0+ 2,) — 1]
(76)
2i
D'igm - = T[2 Nm(l + slu) — I]
Neste caso a relagdo duracional serd:
R, — Du—l) ___ 2Nn{l + an) — 1 (77)
s Dﬂ—m - 2]‘“111(1 + am) + 1
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Com ¢ aumento de ¢, a duragio no ramo direito aumenta. ¢ com o aumento do valor
absoluto de ¢, também aumenta a duragio no lado esquerdo. Entretanto. sendo | ¢, | = £
o aumento do lado esquerdo ¢ menor do que o do lado direito. de tal modo que a
relagio duracional aumenta. lsto mostra que. no regimen aritmético. a duracgio ¢ funcio

dos valores dos desvios adotados.

.

200 — [Iavariante Logistico: para cada curva logistica a dura¢io do regimen aritmé-
tico é constante, sendo independente de "i" e de “b”. para mesmos niveis do desvio adotado,
pots esta duragho. como é evidente, é fungio exclusiva da estrutura e das condigdes de
desenvolvimento de agrupamento humano em estudo. A duragcio nio depende das cons-
tantes de localizagio "a™ e “b” da época do crescimento estudado na curva logistica, porque
numa mesma logistica "a” e "b” podem tomar um nimero infinito de valores, como ji
vimos em trabalho anterior (ref. 7).

Tomando-se a equagiio (55). e aplicando-a a dois pontos de ordem *n” e “m™. e sub-
traindo uma da outra, teremos:

Lt = o T Sml (78)

Substituindo t, e t pelos seus valores dados pela (58) vem finalmente:

Tn - Tm 2i
= (79)

?n — ?m

mostrando que a relacio 2i/b é constante. Aplicando aos dois primeiros pontos. que sio
conhecidos, e correspondentes a P, e P, teremos:

T] — T, 2i
I = = (80)
1 %o b

O valor de I € constante para cada curva logistica, ¢ depende somente das condigdes
estruturais responsdveis pelo processo particular de crescimento do agrupamento humano
em estudo. Devido a sua invaridncia ao longo de tdda a curva logistica em estudo,
chamamos a esta grandeza de invariante logistico.

O invariante logistico é o numero de anos que decorre para cada avango unitirio
da varidvel ¢, independentemente de quanto cresce a populagio em valor absoluto. O
invariante logistico estd estreitamente relacionado com o que poderiamos chamar de velo-
cidade de crescimento populacional, assim como com a duragdo parcial eu total de qualquer
agrupamento humano. Quanto maior fér o invariante logistico tanto menos rapidamente
cresce a populagdo, € tanto menos rapidamente se aproxima ela do ponto de saturagdo. Em
estudo posterior serdo mostrades fatos interessantes relacionados com o invariante logistico.

Da equagdo (80) conclui-se imediatamente que:

.
b= (81)

mostrando que “b™ ¢é diretamente proporcional ao intervalo de tempo unitirio “i* numa
mesma curva logistica. Por outro lado, numa mesma curva logistica vale a proporgio
seguinte;

1 1 1y

n . 2 (87)
b, b, — = % 2
2.11 — Duragio do Crescimento Entre Dois Pontos Queaisquer: substituindo a relagiio

2i/b na equagio (60) pela dada em (18) vira:

“ Dtl—m = I(q“ — ’\fm) (83)

Esta equagdo mosira que a duragiio do crescimento populacional entre os pontos Oy €
¢ fungo da diferenca ¢, — ¢ e do invariante logistico.

-
¥nt
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A equacio (83) pode ser dada sob a forma de:

%D:_\T:IA; (84)
ou ainda sob forma diferencial;
o]
a1 (85)
) p ‘
212 — Duwracdo do Regimen Aritmético Sob Forma Invariante: substituindo os va-
lores de 5, e g, dados nas (46) e (47) na (83) vird:
D, , = 1103841 } (86)

No regimen aritmético, conforme admitido neste trabalho, a sua duragio ¢ fungao
cxclusiva do invariante logistico. ¢ diretamente proporcional a éle.

213 — Erros Mdximo e Minimo Sdbre a Logistica: outro fato interessante é a
pesquisa dos érros maximo ¢ minimo que se pode cometer. pela extrapolagio do cresci-
mento aritmético além de g, ¢ aquém de g, . sObre os valores correspondentes da logistica.

O segmento da reta tangente ao ponto de inflexfio, correspondente ao regimen aritmético.
¢ limitado inferiormente por p,;, = 0, e superiormente por p, - = P_. Assim poderemos
pesquisar facilimente os valores de ¢ 5, € ¢y -

Tomando-se 4 equagio da tangente no ponto de inflexiio (30):

pﬂ
p:(l+q,-)f2- (87
¢ aplicando para:
P = Py = 0 (88)
teremos:
Gmin — — 1 (89}
e para:
P = Puwx = P4 {90)
teremos-
Gmax = + 1 (91)

cujos valores correspondentes da normal logistica sdo:

N = 08808

max
3 (92)
U Ny = 0,1192

min

Os érros sio determinados a partir da (43) devidamente aplicada para os dois casos.
O érro minimo sera dado por;

Pmin — Pmiu - P]niu

hin =~ = = — 1 (93)
i pmin Pmin

®

e 0 maximo:

— Poax — P Po — Puas Py 1 (94)

E‘IIIEI.‘C - P P 'p

INax mux may
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Entretanto, o valor de P correspondente a P, . é:
P
P = -t (93
’max ] + e_:

que substituinde na (94) fornece o valor do érro maximo:

e—? = 0,13534 (96)

s'lll:\x -

Como vemos. 0 érro cometido do lado esquerdo da curva é de 1004 sébre a logistica,
ou scja, igual ao préprio valor da populagio logistica, e o do lado direito ¢ igual 13,5344
sdbre o valor da populagio logistica.

A extrapolacdo mdxima do lado esquerdo. pelo regimen aritmético. leva ao anula-
mento da populagio muito antes do seu inicio de formacho. e a extrapolagio maxima no
ramo direito. também pelo regimen aritmético. leva a populagic o saturagio antes da
época real (a um certo nivel de érro) da saturagio.

Erros maiores poderdo ser cometidos. como é evidente, para extrapolagdes maiores no
ramo direito.

3 — DETERMINACAO DA LOGISTICA A PARTIR DE UM REGIMEN ARITMETICO
CONHECIDO

3.1 — Consideragdes: diante do nosso desenvolvimento precedente, torna-se possivel
determinar uma logistica a partir de dados populacionais conhecidos, quande o crescimento
do grupo em questiio esti ne regimen aritmético.

De um modo geral, uma curva Jogistica pode ser determinada. pelo menos, pelos trés
seguintes modos:

a — a partir de trés pontos equidistantes no tempo, usando a condicio de Yule:
b — a partir de trés pontos ndo equidistantes no tempo:
¢ — a partir de muitiplos pontos equidistantes ou ndo no tempo.

Para o primeiro ¢aso existem vdrios processos, inclusive o nosso, ja referido neste
trabalho por mais de uma vez. Neste caso, contudo, ndo se pode dispensar a condigio
de Yule, ou seja da equidistincia no tempo de. no minimo, trés populagdes conhecidas.

No segundo case pode ser empregado © nosso processo (ref. 9), ou outro qualquer
adequado ao caso.

Estes dois casos, contude, nio fornecem uma logistica de grande valor estatistico. apesar
de em muitos exemplos, a logistica determinada por éles corresponder com bastante precisio
ao passado do desenvolvimento populacional. Nestes dois casos, o uso dos dados populacio-
nais se restringe a trés populagdes, apesar de, as vézes, se dispor de muitos mais dados,
O Prof. Aithos Pagano (ref. 10). alids, obtém uma média de varios dados para cada ponto
especifico da logistica, de modo que ha um aumento sensivel na precisio da curva deter-
minada por éste processo.

O processo que vamos estudar neste trabalho, poderia dar oporiunidade a se ter uma
logistica, digamos, média. ¢ portanto de consideravel melhor valor estatistico do que as
fornecidas pelos dois processos anteriormente citados. principalmente quando se dispde de
muitas populagdes mais ou menos alinhadas, obedecendo a um provavel regimen de cresci-
mento aritmético. Mas, &ste processo exige uma condigio importante. sem a qual éle nio
pode ser uplicado. Esta condigio é a de gque se disponha de ulguns dados populacionais
anteriores ou posteriores ao estabelecimento do regimen aritmétice observado, para se de-
terminar o valor do desvio : entre a curva observada e a reta responsavel pelo regimen
aritmético.

E evidente que : nio precisa ser necessiriamente igual a 2 0,05, como foi estabelecido
anteriormente. Mas, neste caso deverdo ser pesquisados os valores de Tue Gz, €€, em
fungao do valor do novo desvio adotado. No sentido de simplificar o nosso trabalho, vamos
nos ater ao caso de = = = 0,05.
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3.2 — Estabelecimento da Curva Observada: ¢ bastante raro se obter muitos dados
populacionais que satisfagam a uma reta, € que fornecam um comego de curvatura em uma
ou duas das pontas dentro do regimen logistico puro. O que se obtém. geralmente, a partir
de dados observados, de poptilacio ou experimentais em geral, sio pontos que mostram a
tendéncia da curva. Esta tendéncia pode ser linear, parabdlica, hiperbdlica, logistica, etc.,
ou sem forma definida.

Existem varios processos estatisticos para se determinar a tendéncia mais provive! do
fendmeno em estudo, sobressaindo-se o dos minimos quadrades e o da correlagio. O que
interessa € a obtengdo da curva média de maior aderéncia aos pontos conhecidos, para se
poder obter a logistica mais provavel relativa ao conjumo de dados disponiveis.

No nosso exemplo vamos empregar o processo mais simples que existe. e que ¢ o
chamado processo grafico. Esteé processo consiste, em resumo, em se langar os pontos. em
fungieo dos valores de P e T, num papel milimetrado, £ numa escala conveniente para se fer
uma boa nogiio de conjunto, e que permita se fazer leituras interpoladas com razoavel
precisfo, e tragar "4 olho” a curva gue mais se parcga com 4 média do crescimento. Tragada
a reta média, completa-se a parte curva também “a olho™ O melhor sistema de se fragar
a curva ¢ com a chamada curva flexivel, de modo a se ajustar a curvatura da mesma
provavel curvatura da curva, em fungio da posicdo dos pontos langados.

Sa

3.3 — Valores Dependentes Diretamente de :: observando-se a Fig. N.°3 temos no
trecho reto da curva, em negrito. a curva meédia observada. obtida come vimos em 3.2.
Observa-se, também, a reta prolongada nas duas bordas, ¢ duas partes curvas, também nas
bordas. A parte curva a esquerda € da populagiio observada (neste caso)., e a direita é
hipotética. HA um trecho reto i direita, em linha mais fina, também hipotético. A teoria
desenvolvida por nos tanto vale para o lado esquerde {como neste caso), como para o
lado direito.

O eixo das ordenadas refere-se a populagio, e o das abcissas refere-se as datas do
calenddrio, aos tempos na unidade logistica, e a varidvel -,

As posicBes de ordem zero ¢ dois referem-se respectivamente & g, ¢ a ., tonforme
definidos nas (43), (46), (47) ¢ outras. A posicdo de ordem 1 refere-se & o, — 0.

0s clementos conhecidos sio:

T, = obtido por interpolagio do Grifico N.° 1
p, = como T,

P, = como T,

g0 = — 0.45321

g = 0 (97)
. = + 0,65063

0= 0

t, =1

N, = 0.2877921

N, = 050

N, = 0,7860176

-

O valor de "a” é:

a=—2¢, =2 x 045321 = 0,90642

a = 0,90642 (98)
\

Como os 1rés pontos nao sio equidistantes no tempo, o valor de “b” serd:

2l g
AT,

(99)
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(=3
N
P2
Py
R=R=pn
Pa
Dﬂ
To T Tz Tout ou'f
te t t2
f, % P,
FIG. N2 3
JCOM-1.957
sendo adotado:
AT, =t, —¢, =1 (100)
entio:
b= —2¢, =a = 050642
} b = 0.,90642 ’ (101
O valor de t, serd:
25, 4+ a 2 x 0,65063 + 0,90642
0, = Py — = 24356
= b 0,90642 ’
t, = 24356 y (102)
Os valores de “a”, *b” e 1, sio fixados em funcio do valor de ;.
3.4 — Determinagdo de (p,, P,) ou (p,, P,): sdo determinados a partir da equacio
(43):
_ bpb—P
£ - P
Para o ramo esquerdo da curva deve-se ter ; — — 0,05 ¢ para o ramo direito
deve ser ¢ = 4 0,05, ou seja, tomando os valores indicados na Fig. N.© 3:
a — ramo esquerdo:
p, — P
- ——% = — 005 (103)
0
b -— ramo direito:
, — P,
gy = —JT; = -+ 0,05 (103a)
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O processo de se determinar p, e P, ou p, & P,. assim como T, ou T,. serd descrito
detalhadamente no capitulo seguinte, quando daremos um exemplo.

3.5 — Determinagdo de P,: uma vez determinade P, ou P, o valor de P, serd
calculado. para o lado esquerdo da curva por:

o Pu o Pu
=7 N,  0.287792]
P, = 147473 P, | (104)
e para o lado direito:
P, P,
P, = — = -
® N, 0.7860176
) P, = 127223 P, l (104a)
3.6 — Determinacao de P, ¢ P, ou P,: partindo-se do ramo esquerdo da curva os

valores de P, e P, ficam desconhecides, mas sio determinados assim:

l P, = N,P, = 05P, ’ (105)

P, = N,P, = 07860176P_ ' (105a)

e, partindo-se do ramo direito teremos:

‘ P, = N,P, = 05P, . (106)
’ P, = N,P, = 0,2877921 P, ‘ (106a)
3.7 — Determinacio dos Coeficientes Angulares: o coeficiente angular em relagdo a

unidade logistica dos tempos “t’ € dado pela (19):

bP,
4

(107)

g, o referente & T (datas do calenddrio) € obtido da equagio do crescimento aritmético
puro:

Pn = P
ST T

n n

(108)

para dois pontos quaisquer de ordem “n” e "m". O valor de y tira-se do Grifico N.° 1.

Na verdade, o nosso processo consiste em se tornar o valor da populagio P, . do

regimen aritmético puro dado na (1), igual ao valor de “p” da tangente ao ponto de
inflexdo, dado na (43), o que nem sempre poderd se verificar.

Tendo-se % e z° obtém-se o valor de “i” dado na (3a):

i = (109)
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3.8 — Determinagdo de T, e T, tendo-se “i" obtém-se T, ¢ T, a partir da (la):

| =isT, l (110)

T

=it, + T, ‘ (110a}

Assim ficam determinados todos os valores necessirios para se estabelecer a logistica.

3.9 — Construgdo da Curva Logistica: com todos os clementos determinados pode-se
entio construir a curva logistica. Para isso. pode ser usade © nosso método. ji anterior-
mente publicado (ref. 2). ou outro qualquer.

4 — PROCESSO PRATICO DE CALCULO

4.1 — Exemplo a Ser Dado: o Prof. Aothos Pagano em suas “Li¢Ges de Estatistica™
oferece um exemplo da logisitca norte-americana, com dados populacionais desde 1.790.
Releva notar que aquéle povo ja em data tio longinqua tinha preocupagdes fundamentais
quanto & Estatistica, independentemente das tricas politicas e de outrag atividades nocivas
a0 conhecimento exata da realidade norte-americana. Ndo €, pois. de se admirar que hoje
a FEstatistica ocupe um lugar proeminente na planificagio das atividades daquele povo.
uma vez que desde 1.790 até a data atual. nio passou uma tUnica década sem que se
fizesse um recenseamento nacional.

Vamoes usar os dados fornecidos pelo Prof. A. Pagano. com a sua devida licenga.
para o exemplo que daremos a seguir, Os resultados obtidos pelo nesso processo nao sio
muite diferentes dos obtidos pelo ilustre Prof, A. Pagano.

4.2 — Grifico N9 1: com os dados populacionais disponiveis construimos a parte A
do Grafico N.° 1. Na parte aproximadamente retilinea fragamos a reta tangenie ao
suposto ponto de inflexfio. Observa-se que o ramo da curva de que dispomos & o ramo
esquerdo, e éle apresenta uma forma bem parecida com o ramo esquerdo da curva
logistica. Na verdade o crescimento populacional norte-americano acompanha nitidamente
a logistica, Em 1.940 houve uma deformagio na curva, deformagfio esta devida prova-

=

velmente a guerra.

Da parte A do Grifico N2 1 tiramos os dados referentes 2 T, “p” e P, e com éles
construimos a Tabela N.° 1. Esta tabela é feita para o enquadramento aproximado de
Py. P, € T,. por meio do cdlculo dos valores de ¢

Verifica-se que o valor de ¢ = — 0,05 estd entre os anos de 1.888 ¢ 1.889, Assim,

torna-seé necessario se determinar com mais precisio T, e os valores de p, ¢ P, correspon-
dentes &4 ¢ = — 0,05,

Para isso, tomamos as populacdes P da Tabela N.® 1 e as mulnplicamos por 0,95
colocando os resultados na coluna p’, correspondentes a equacgéo:

P=(4 2P = (1 — 005)P = 093P (111)

Dos valores de p’, algum serd o p,, ainda que interpolado. Transportando estes valores
para a parte B do Grafico N.° | teremos uma curva, que é a curva dos 0,95 P. Nesta
mesma parte B do grafico langamaos a reta correspondente ao regimen aritmétice dos “p™;
ou seja a tangente ao pento de inflexfo. No c¢ruzamento das duas curvas teremos o ponto
que determina T, e p,, com ; = — (,05.

Assim temos determinado o ponto procurado:

T, = 1.888,40 anos

, (112)
P, = P’y = 56.800.000 hab.

O desvie : vale entao:
p, — P, 56.800.000 — 59.790.000

= = = — 0035 113}
P, 59.790.000 ¢

n
\
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E o valor de P, serd:

. Py 56.800.000
v To095 0.95

= 59.790.000 hab. (114}

4.3 — Determinagio de P_: é dado pela equacio (104):

P = 34747 P, = 207.700.000 hab. (113}

=

4.4 — Determinagdo de P, e de P, : sio dados pelas (105} e (105a):
{ P, = 0.05 P, = 103.850.000 hab.

(116)
P, = N, P_ = 07860 x 207.700.000 = 163.250.000 hab.
4.5 — Determinacio dos Coeficientes Angulares: 0 valor de x ¢ dado pela equacio
(107):
bP, 0.90642 x 207.700.000
3= = 7 — 47.065.000 hab/, _| (117)
O valor de " provém da equagio da tangente ao ponto de inflexdo:
, Py — P 138.000.000 — 13.000.000
i s el T od0 1860 = 1.562.500 hab/ano (118)
4.8 — Determinagio do Intervalo de Tempo i1 € caleulado a partir da equaciio (109):
. % 47.065.000
= = ———— = 12 anos 11
Ty 1.562.500 3012 anos (119
4.7 — Determinagdo de T, ¢ de T,: o valor de T, ¢ dado por:
T, =i+ T, = 30,12 + 188840 = 1.918,52 anos 0120)
e o valor de T, ¢ dado pela (110a):
T, =iT, + T, = 30.12 X 24356 + 1.888.40 = 1.961.76 anos (121)

O regimen aritmético comegou nos Estados Unidos no fim da peniltima década do
século passado e deverd terminar em torno de 1.962. segundo a logistica.

4.8 —— Ajustumente de ¢ pard as Datas Intelras: os valores de y até agora determi-
nados referem-se & datas fraciondrias. E' interessante contudo, se construir uma tabela e
uma curva para datas inteiras. Para isso usa-se a equagiio (36a) dada no nosso trabalho
anterior (ref. 2):

o = b-z\t" Yool (122)
fazendo:
Coi1 = gy = — 045321 (123)
AT, = T,, — T, = 1.890 — 18884 = 16 anos (124)
At, = —'\lT— = —3%:—?2— = 0,05312 (125)
virda:

G = o X OO 045321 = 042913 {126)

O valor de A ¢ para afastamentos iguais a 10 anos é determinado a partir da mesma
equagdo, fazendo-se:

10
=10 pan 127
At 30.12 0.33200 (127)
90642 X 0332
<1a00 = &_g_mﬂ 042913 = - 0,27865 (128)

210 = Truee — gisep = 0,15047 (129)
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Com todos estes valores construimos a Tabela N.© 3 e a curva logistica dada na
Fig. N.© 4

4.8 — Equagdes do Regimen Aritmético e da Logistica: a equagao do regimen aritmé-
tico de crescimento norte-americano serd:

pP=p + 2 (T — T“) (130)
p = 36.800.000 + 1.562.500 (T — 1.888.40) (1319

e a da logistica norte-americana ¢é:
207.700.000

P = i ama-n (132)
4.9 — [nvariante da Logistica Norte-Americana:. é dada por:
21 2 x 3012
= - — = —— 0 = . s/ 3
I 5 D.50643 66.46 anos/o _ (133}
4. 10 — Duragdo do Regimen Aritmético Norte-Americano: a duragao total do regimen
aritmético norte-americano sera:
D, = 1.10384 x 6646 — 73.36 anos (134)
A duragio a esquerda é:
D, = — (— 0.45321) x 6646 = 30.12 anos 1135)
“Higuracio A direita ¢:
D, = 065063 x 66,46 = 43.24 anos (136)

A SR b -

b W === -Observaioes Finals: na Fig. N.°© 4 consta a curva logistica norte-americana,
com todos os dados necessirios a boa compreensao de sua construgio.

Os dados observados nos recenseamentos constam em pequenos circulos. ao longo da
curva calculada, mostrando que a populagio norte-americana cresce de acdrdo com a
logistica de Verhulst,

Por ouiro lado. na Tabela N.° 3 verifica-se que a logistica calculada por nés, pelo
processo do regimen aritmético, coincide bem com a calculada pelo ilustre estaticista bra-
sileiro, Prof. A. Pagano, seguindo o processo classico, assim como com os dados observados
nos recenseamentos norte-americanos. O dnico ponhto que apresenta um desvio relativamente
grande é o referente & data de 1.940, desvio éste provavelmente devido as condigdes socials
e econdmicas acarretadas pelo inicio da 2.2 Grande Guerra.

Esta grande aderéncia dos valores calculados pelo processo do regimen aritmético aos
observados, e aos calculados pelo Prof. A. Pagano, nos leva a crer gue éste nosso processo
podera ser aplicado a outros casos semelhantes, com alguma vantagem sdbre os processos
dos trés pontos, equidistanies ou ndo no tempe.

TaBeLa N.° |
ENQUADRAMENTO DO DESVIO

P ' | \
DATA h P I P ‘ p—P ‘
ANOS ‘i hab. hab. | hab. £
o o l - .

1.880 49.500.000 43.700.000 — 5.800.000 — 0,1171
1.881 50.700.000 ‘ 45.260.000 — 5.440.000 — 0,1073
1.882 51.800.000 ‘ 46.820.000 — 4.980.000 — 0.0961
1.883 53.000.000 ‘ 48.380.000 — 4.620.000 — 0,0871
1.884 54.200.000 49.940,000 — 4.260.000 — (L0786
1.885 55.400.000 51.500.000 — 3.900.000 — 80,0702
1.886 56.700.000 53.060.000 — 3.640.000 | — 0.0642
1.887 58.000.000 54.620.000 — 3.380.000 - — 0.0582
1.888 59.300.000 56.180,000 — 3.120.000 — 0.0526
1.889 i 60.550.000 57.740.000 © — 2.810.000 — 00,0464

. ' |

1.890 I‘I 61.950.000 59.300.000 — 2.650.000 — 00,0427
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TaBeLa N© 2

TABELA DOS 095P

DATA
ANOS

1.887
|.888
1.889
1.890

P
hab

58.000.000
59.300.000
60.550.000
61.950.000

r

hab

55.100.000
56.335.000
57.522.500
58.852.500

TABELA N.© 3

LOGISTICA NORTE-AMERICANA
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ANOS POPULACOES — hab
% N
DATA | i Observada I Prof. A. Pagano | Moraes
1.790 f— 1933 0,0204 3.929.000 ‘ 3.917.000 4,252.000
1.800 i — 1,783 0,0275 3.308.000 5.325.000 5.712.000
1.810 — 1.632 0,0367 7.240.000 7.220.000 7.635.000
1.820 } — 1.482 0,0490 9.638.000 9.754.000 10.192.000
1.830 — 1,331 0,0651 12.866.000 13.109.000 13.538.000
1.840 b 1,181 0.0862 17.069.000 17.511.000 17.908.000
1.850 i — 1.031 0.1114 23.192.000 23.198.000 23.138.000
1.860 b — 0,880 0.1468 31.443.000 30.408.000 30.490.000
1.870 -— 0,730 0.1885 38.558.000 39.333.000 39.151.000
1.880 [ — 0,579 0,2387 50.156.000 50.059.000 49.578.000
1.888.4 — 0,453 0.2878 — — 59.776.000
1.890 o 0,429 0.2979 62.948.000 62.506.000 61.874.000
1.900 — 0,278 0.3645 75.995.000 76.366.000 75.707.000
1.910 3 — 0,128 0.4364 91.972.000 91.119.000 90.703.000
1.920 o4 0,022 0.5110 105.711.000 106.075.000 106.135.000
1.930 + 0.172 (,5857 122.775.000 120.527.000 121.650.000
1.940 + 0,323 0.6527 131.410.000 133.835.000 135.566.000
1.950 + 0,473 0,7207 — 145.571.000 149.689.000
1.960 + 0,624 0,7768 — — 161.,341.000
1.970 + 0,774 0.8250 — — 171.353.000
1.980 + 0.925 0.8641 — — 179.474.000
1.990 + 1,075 0,3959 — — 186.078.000
2.000 + 1,226 09210 — — 191.292.000
RESUMO

O Autor estuda o regimen aritmético de crescimento das populacdes em face da logistica
de Verhulst, mostrando que o crescimento logistico passa por uma fase de crescimento que
pode ser assemelhado ao crescimento aritmético. Em base nesta hipdtese faz um tratamento
matematico do assunto, indicando propriedades interessantes do crescimento aritmético.

Estabelece um método préprio para a determinagio de curvas logisticas a partir de
crescimentos aritméticos conhecidos.

Apresenta um exemplo de aplicagio para a logistica norte-americana.

SUMMARY

The Author studies the population arithmetical grow in the face of the Verhulst's
logistic, showing that the logistic increase goes thru a growing phase in which it may be
linked to the arithmetical growth, He works out a mathematical study of the matter, and
presents an interesting property of the population arithmetical growth.

He establishes his own method to determinate the logistic curves from known arithme-
tical growths.

The Author also presents a practical example for the north-american logistic.
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Pigina  Linha Onde se 1é Leia-se
51 29 unica razio de apresentacio Unica razdo da apresentagiio
6t 11 ¢ “boa” parta h — 18 = — 2 € "boa" partah = — 18 = — 2
2 — o) 2 — @)
62 eq. (68) b = (qli— = b = M_ =
At At
2 (— 0,668 -+ 0.867) 2{(— 0668 L 0867
- 8 B 1.0
1502 4 77381 — 2 x 4.149 P 1.502 + 77381 — 2 ¢ 4.149
63 eq. (76) = a9 < l 4.149
1.502 T 28015
70.586 70.586
g v e M .5 b s e e %
64 eq. (77) B = 085191 — 82.555.9 P, 0.85191 82.855.9

6d 4 vale 82.556 hab, vale 82.856 hab.,



