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1 — CONSIDERACOES GERAIS

1.1 — Preliminares: a resolucao da equacao logistica exige sempre o co-
nhecimento de trés populacdes, assim como de seu afastamento no tempo, pois
sdo trés as constantes que aparecem na mesma.

Yule estabeleceu uma condicdc que simplificou bastante tal resolugcap, a
qual chamamos de *condicao de Yule”. Tal condic¢lo, contudo, limitou, ou me-
lhor, condicionou a aplicacdo da equaclo logistica para um determinado caso
part’cular de dados conhecidos. Esta condicao estabelece que as trés populacdes
conhecidas devem ser equidistantes no tempo. A partir desta condigio, Yule,
e outres autores, estabeleceram diferentes métodos para a resolucio desta equa-
cdo. Ora, a civilizacdo nio avangou igualmente em todos os paises, de modo que
a metodologia estatistica ainda hoje é sujeita a discussio em nao poucas na-
coes. Assim. nao se pode esperar que, tenha havido, generalizadamente, censos
populacionals em datas equidistantes no tempo na maioria dos paises. O nosso
pais é um exemplo tipico do que dissemos.

Admitindo-se que, a processologia dos censos populacionais executados pelo
I. B. G. E. em nosso pais tenha sido adequada e precisa, ainda nos resta uma
terceira populacao equidistante no tempo, a qual seria a de 1930, pois 56 pos-
suimos dados de 1940 e 1950, Ora, diante disto, nfio se torna possivel, de um
modo geral, aplicar a logistica para as nossas populacoes, dentro da condicdo
de Yule. Dai a nossa preocupacio em estabelecer um método pratico, que pu-
desse dispensar a condicao de Yule.

Em trabalho anterior (ref. 1) nos introduzimos o conceito da func¢io normal
logistica, a partir da qual também estabelecemos um processo simples para a
aplicacio da equacfo logistica. BEste nosse processo, contudo, nio dispensa a
condicAo de Yule. Mas, apesar das suas vantagens, tal processo nio pede in-
teressar a alguém que disponha de trés populacfes nao equidistantes no tempo.
Esta é a Unica razio de apresentacio déste nosso novo trabalho, o qual mostra
que nio € dificil a resolugio geral da equacio logistica, assim como & sua apli-
cacdo 4 estimativa de populac¢oes nos problemas de engenharia.

1.2 — Caso Especifico do Estado de Sdo Paulo: foi feito um recenseamento no
Estado de Sao Paulo no ano de 1934, o qual merece bastante fé. Existemn mais
dois censos, nacionais, feitos em 1940 e 1950. Assim, dispde-se no nosso Estado,
de trés populacdes bem determinadas, em tddas, ou guase tddas as nossas cida-
des que, naguéle primeiro censo eram sede de municipio. Mas estas trés po-
pulacdes nao sio equidistantes no tempo, ficando, pois, prejudicada a condicdo
de Yule patra o nosso Estado. Estamos, portanto, no caso de nao podermos utili-
zar alnda éste grande contigente de dados estatisticos, para a estimativa das
populactes das nossas cidades, pela logistica.

Com o nosso atual trabalho estes dados poderao ser aproveitados dagui
para a frente.

Tem sido adotado o numero de casas das cidades, em diferentes datas
equidistantes no tempo, em substituicio as populacdes. E' uma estimativa como
qualquer outra, nao se levando em consideracao o mérito do processo, mas que
inclui mais uma possibilidade de érro, pois o valor da populacido por casa nio se
mantém constante no decorrer dos anos.
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1.3 — Método Seguido: seguimos o mesmo método adotado no nosso primeiro
trabalho sébre a logistica (ref. 10. A modificacio consiste em nao considerar
a condicao de Yule. Este fato fornece uma equacio de P, de resolucio mais
dificil.

G nosso trabalhe consiste em mostrar o caminho mais facil para a sua re-
solucdo, o que niao impede que outros achem melhores caminhos para resolvé-la.
Para tanto, adotamos o método de Newton, dado em qualquer compéndio de
matematica superior, e gue nos pareceu ¢ melhor neste caso.

As idéias fundamentais creadas no nosso primeiro trabalho é gque permi-
tiram a obtencAo de uma equacio geral de P_, perfeitamente resolivel, tal
como apresentamos adiante.

No final déste trabalho damos um exemplo para servir de roteiro de caleculo.

2 — TEORIA DO METODO GERAL DE RESOLUCAQ

2.1 — Determiragdo de “B”; neste trabalhp, como ps que se seglirem a éle,
adotaremos a mesma simbologia usada nos dois anteriores, para manter a uni-
formidade na consulta e no use das eguacdes. Voltando ao nossa trabalho an-
terior (ref. 2) temos que:

1 . P,
Gy — — —2— ].Ogl_ (*‘7 —_— 1)
1 P, :
¢ = — —5 log, (——f —1] {1
1
1 P,
am

em que, neste caso, P, P, e P, nfo sio eguidistantes no tempo.
Considerando que (ref. 3):

bat,
Gn = T 2 + Ca_1 (2)

¢ aplicando parg os pontos P, e P, vem:

bAt,
1= Ty + %o (3}
e ;
2o, — oq) l
b = . i 4
At, ;

=1
b — 1 1 P, l
= At og, P, \ {5)
p, —1 |
em que:
A t'rl tu tnfj‘ (6)
e entao:

At, =t — t, (6a)



A RESOLUCAO GERAL DA EQUACAO LOGISTICA 53
2.2 — Determinacfo de “a”. tomando a equacio (ref. 4):
a=—2¢ 4+ bt 'y
e aplicando para P, teremos imediatamente:

a=—2¢, + bt, (8)

Considerando que t, € a origem dos tempos:

ty, = 0 m
e entao:
- o
A= —2¢ (10)
ou seja:
R _
el )
a —= 10 - — ;
| [, | aw
| t

2.3 — Determinagdo de “P”: tomando a equacdo (ref. 3):

Gu = g At + AEDY 5, (12)
e aplicando para P,, P, e P,:
b

G2 = 5" (At + At + g, (13)

Substituindo g, ¢, € “b” vem:

Pb‘
1 P, , At + At . P, 1
‘T%?T‘%‘me%ﬁ ’’’’ -
P, !
1 P,
—— —‘2* 10g§_ (— 1;0 - —1 ) {14)
Ou seja
1o 5 _ At A (B 1
ge(’P2 - ) At g‘(*lﬂ o )_
Al ( P 1
— 10 -
it o B, ) (15)
Passando a forma nfo logaritmica vem:
I Ab - Aty
1 (‘?"_ 1 At
. PA 1 Pl
P, T ﬁ__A_ti | (16)
; (_Pi i1 2
i Py
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Fazendo:
At
_\*1? =k 1N
vem:
Ateat »
it

e, finalmente:

Py 1 = Py (19)
F, P, 5
e 1) |

Fsta 6 a equacd0 que apresenta alguma dificuldade para ser resolvida, pois
os expoentes podem néo ser inteiros, ou ainda mesmo que o sejam, podem ofere-
cer uma equacio de dificil resolucgio.

24 - Aplicagdo & Condigcdo de Yule: as eguacdes obtidas simplificam-se
consideravelmente quando se considera a equidistineia no tempo para as popu-
lacdes. ou seja a condi¢do de Yule. Assim, para:

Aty = Aty = Aty = L = At, =1 (20)

teremos em (4), (5) e (19):

b = 2 (?1 —_ f-:'l'r) (21}
P, .
P,
b = logc -—ﬁ \22)
P, !
P, 2
Ps 1 (7-?17 —1 )
e (23)
— — 1
P(i

que sidoc as equagdes j4 apresentadas por nés em trabalhos anteriores, obtidas
sempre a partir da condi¢do de Yule. Estas equag¢bes sio simples, e certamente
Yule notou as vantagens daz sua condicio, como nés estamos mostrando ou
;epetindo. Mas, a sua aplicacdo pratica, que é o que interessa aos engenheiros,
fica limitada a obtencdo de dados gque satisfagcam a esta condigho, como ja
vimos.

Releva notar gque a equacdo do valor de “a”:

¢ sempre a mesma, nd¢ dependendo a sua forma da condicdo de Yule.

2.5 — Resolucdo da Equacdo de P tentamos varios artificios para melhorar
a forma da equacio (19). Parece-nos, porém, que ela é mais facilmente resoli-
vel pelos métodos ditos ndo exatos, tais como o das diferencas, o das substi-
tuiches sucessivas e o de Newton. Entre éstes, pareceu-nos o de melhor aplica-
bilidade neste caso o de Newton.

Este método € simples, como passamos 2 descrever. Tendo-se uma equacio:

f(P) = 0 (24)
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e sendo P/, um valor aproximado da raiz, existe sempre uma grandeza “h” gue

somada a P/, dard o valor exato da raiz:

PH = P’H + h (25)
de tal modo que:
f(P, 4-h =0 126)
A relacao:
f (P, +h — (P
pouco difere da derivada:
df (P,
N d Ps_ - PS =TI (27)
si “h” for suficientemente pequeno, podendo-se pois fazer:
Y +h]—f(P’ ’ dfi{p,) ]
— n - JT‘ + ¢ (28)
) Py = Py

sendo “:” um infinitamente pequeno. Considerando as (26) e (28) vira imedia-

tamente:
— TP

=T dtey | 29)
P, |t (

s

I pg = Prg

2 “h* tera um valor aproximade dado por:

N — (P
= df(P)',T -

(30}

5 J Py =PI,

Voltando a (15), e considerando as (17) e (18) teremos:

\

P, P, P,
f(P) =log, (—P‘--- 41) — (1 4 k) log, (—Pﬁ 41) + klog, (_P —1) {31)
1

]

Cuja derivada serd:

1 R L
df@®,) Py L P,
4P, = J—PS—T — {1 + k) P, 1— + k P 32)
P, P, P, '
Fazendo P, = P’, em (31) e (32) e substituindo em (30) vira:
P ’ . \
_103'(, (*Pz* ) + {1+ k) log (?—1 )—klogv(*P”—A—-l)
h= — — . - B )
1_ 7”1__ 1
P, P, P, (33)
f};’s 71 — (1 4+ k) “'1';,“ 1 +k v*mi)’si. _
P_J o Pl B Pl) —1
] (P""#PQ) (1+k 1l ’Sgp‘) kl (P”“_P”
h = o _T.’_ R OgE.( P, 08 -**:*P“ ) (34)
- o 1 . ! - 1

P’S—_P2 —d + k} 7P,.-,' _P1 + K P’s —' Pn
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Chamando-se:

P, — P, = P,
3 P's - P1 = p'1 (35'

t ’ r

P = T Pwl =P U

Vira em 134):
p. ol B,
— log, Tﬁ + (1 4+ k) log, El— —klog, ——PU -
h=— - ﬁ-li o 1R+ i + B Eﬁ (33
ij p,1 p'u

Apesar de ser grande, csta equacdo é simples, ndo exiginde mais do que
uma série de calculos aritméticos para a sua resolucdo. Construimos uma folha
de caleulo especial para a sua resolucio, e que consta do final do nosso
trabalho.

Desenvolvendo o numerador e passando para o sistema decimal teremos:

A, = 2,3026(log,, P, — (1 4+ k)log,, P, + Klog,,P,| +

4 23026 [— log,,p°, + (1 + kilog, p', — klog,,P] 37
Chamando de:

k,, = log,,P, — (1 4 kJlog,,P, + klog,,P, (38)

Vira finalmente:

A = 23026k, — 2.3026 [log,,, > — (1 + k) log,, p’y + klog, p’,1 39

Que substituido em (36) fornece:

23028 Ky — 23026 [108,4 p» — (1 + ) 1023 1 + K108,y D'}

= i 4
A S !
p’ﬁ p’l p’ll
Determinado ¢ valor de “h”, a primeira raiz aproximada sera dada por:
P. =P, + h (41)

Entretante, convém esclarecer gue éste valor de “h” tambem é. geralmente,
aproximado, pois “¢” é um infinltamente pequeno.

Atribuindo-se um valor para P, = P, calcula-se o primeire valor de “h,”.
3i éste primeiro valor de “h” for muito grande em valor absoluto, isto quer dizer
que o primeiro valor admitido para P’_, ou seja P, , afasta-se muito do verda-
deiro valor de P_, ¢ entido deveremos fazer nova aproximacio. Esta aproximacio
é feita assim:

P, =P, + h {42)

Cam poucas tentativas chega-se rapidamente a wm valor safisfaiorio para
P,. A solugdo torna-se satisfatoria para P, guando iér encontrado um wvalor
proximo de zero para “h”. Com h = 0 tem-se a raiz exata da equacao i(19).
Na verdade, nao ha interésse em se obter a raiz exata, pois ela pode ser fra-
ciondria ou mesmo irracional, e a populacdoc nunca pode, materialmente, deixar
de ser um numero positivo, inteiro e real.

2.8 — Variaedo de “h”: o primeiro valor de “h” pode ser positivo ou negativo.

No caso de ser positivo € evidente que o valor assumido para P’ era menor
do que o valor exato de P,. Por outrc lado, o valor de “h” ird diminuindo, em
valor absoluto, até se anular. Assim temes:

h >0 (43}
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e vira:
P, < P, (44)
e
lim P/, = P, (50}
h—0

No caso de “h” ser negativo o valor assumido para P’, serd maior do que
8 raiz exata P, e o processo € contririo ao case anterior. Nesse caso temos:

h <0 (51
e vira:
P, > P, (52)
e entao:
lim P, = P, 83y
h-0

Isto quer dizer que se pode atingir P, tanto pelo seu limite superior como
pelo seu limite inferior,

Em conclusio, pelo primeiro valor de “h” ji se pode saber: a) de que lado
o primeiro valor de P/, estd; b) si o valor assumido para P’, esta muito afastado
ou ndo da raiz exata.

27 — Primeiro Valor de P’ existe uma certa dificuldade para se selecio-
nar o primeiro valor de P’,, pols éle pode estar muito afastado da raiz exata
Neste caso, serd necessdrio se fazer bastantes substituigdes.

Entretanto, alzuma coisa se pode saber para que hio se escolha um valor
completamente absurdo para P .

Em primeiro lugar, a raiz exata é sempre maior do que P, , ou seja:

P, > P, (49)
0 gue ja nos da o limite inferior de P/ .

Por outro lado, si algum dos valores de P,, P, on P, estiver proximo do
ponto de inflexio (antes ou depois), o valor exato da raiz sera aproximada-
mente o débro daquéle que estiver em térno de P,. Mas, é dificil se estabelecer
“a priorl”, quando algum déstes pontos esta em tdérmo do ponto de inflexdo, para
0 caso em que éles ndo sejam equidistantes no tempo. Contudo, o rapido cres-
cimento da populacio, que pode ser avaliado entre os valores de P, e P, s6bre P,
sob a forma de porcentagem, pode dar uma idéia razodvel da posicdo do ponto
de inflexdo. Sébre éste assunto faremos um trabalho em separado, a ser publi-
cado em ocasido oportuna.

Um ecritério que, as vézes ¢ hom para as nossas cidades do interior, consiste
em se admitir que:

P’ = 4P, (50)

=

guando o critério anterior ndo pode ser admitido.

Si, neste caso, apds a primeira determinacaoc ds “h”, for verificado que ha
um grande afastamento entre P’, e a raiz exata, isto é, si “h” for muito grande
em valor aksoluto relativamente ao primeiro valor de P/, deve-se aumentar ou
diminuir o valor de P’, de acdrdo com o préprio valor de “h” achado, tal como
¢ dado em (42).

Muitag vézes a comparacio com outras cidades semelhantes, aliada 20 cha-
mado “bom senso”, e aps critérios anteriores, pode dar uma idéia da populacio
de =aturacido da cidade em estudo.

28 — Condigdo de Passagem: neste caso, em que as trés populaces co-
nhecidas nfo sdo equidistantes no tempo, o conhecimento de alguma condicio
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de passagem seria valiosissimo, pois evitaria um estafante trabalho de calculo,
até se saber si existe ou ndo uma logistica passando por aquelas trés popula-
coes. Mas, acontece que neste caso, a determinacio da condigio de passagzem
nos parece extremamente dificil, e na verdade nfo a conhecemos.

2.9 — Precisdo do Cdlculo: fol tentada a resolucdo da eguacao (15, (16 ou
(19} por meio de graficos combinados, em papel log-log. Entretanto, pelo fate
dela se apresentar sob forma exponencial ou logaritmica, éste processe con-
duz a resultados muito proximos nos dois membros, cujos anti-logaritmos se
afastam consideravelmente dos valores exatos. Déste modo nio hd sindo que
recorrer ao calculo aritmeético, e feito com bastante precisao. Deve-se usar a
tabela de logaritmos, com pelo menos seis casas decimais. Isto reduz bastante
o érro devido as operacoes aritméticas.

Para metodizar o processo de calcule construimos uma félha de ecalculo,
cujo modélo em tamanho original podera ser obtido. gratuitamente, em gualquer
ocasido, do Autor déste trabalho.

No exemplo dado serd descrito o processo e emprego da folha de caleulo.

3 — PROCESSO DE CALCULO

3.1 -— Exemplo de Cdlculo: vamos usar para exemplo de cdlculo a cidade de
Limeira, a qual ja nos serviu em nosso primeiro trabalho sdbre a logistica. Nio
discutimos ainda, nem neste ¢ nem nos anteriores trabalhos, sébre o mérito da
aplicacdo da eguacdo logistica aos crescimentos humanos ou nao. Isto sera
feito mais tarde. Em cada caso particular cakbe ao interessado dar as devidas in-
terpretagdes. Limitamo-nos sdmente ac seu desenvolvimento matematico.

Foi feito em 1934 um censo da populacio do Estado de Siao Paulo, pelo
Departamento Estadual de Estatistica. Dos resultados déste censo sabe-se que
a populacio da cidade de Limeira era de 12438 habitantes, ignorando-se a
margem de érro. Mais dois censos nos deram as populacgdes da mesma cidade em
1940 e 1950, que eram respectivamente de 17.241 habitantes e 27.962 habitantes.
Temos, pois, um caso de trés populacdes ndo equidistantes no tempo, e gue
pode ser estudado pelo nosso processo.

3.2 — Dados Gerails: os dados necessarios sio fornecides no Quadro I.

QUADRO I

DADOS POPULACIONAIS DA CIDADE DE LIMEIRA

1 1 0 ' P— Pll

| ,,,,,Eatas - Populacoes P 100

; . 1}

i Simbolo Anos | Simbolo Habitantes o !
LT, | 1034 P, 12.438 ] _ )
LT, | 1940 3 17.241 38,5
T, 1880 P, 27.962 1245

Pelo aumento rapide da populacio, conclui-se gque em 1930 o “estado lo-
gistico” desta cidade deveria estar em térno do seu ponto de inflexfo.

3.3 — (Cdleulo de At: a equacio (31) (ref. 1} fornece:

g o e T (51)
i
fazendo:
i = 6 anos (52)
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teremos:
r T, — T,
ty = U_‘l ~ =0
T, — T, 1940 — 1.934
t, = — e = 1,0 153
T, — T, 1.950 — 1.934
t, = — YT = 2,666667

pela equacdo (6), aplicada an = 1 e n = 2 vem:

At, =t —t, =10 — 0 = 10
(54}
At, = t, — t, = 2,666667 — 1,0 = 1,866667 '

——

e pelas (17) e {18):

L At LeseesT
o2 b .
T oAt 1,0 . (59)
\ k — 1,666667
Aby + Aty 1,0 + 1,666667
- .- T = - L 7
1+ k= it 1o 2,66666 (56)

‘ 1 + k = 2666687

34 — Cdlculo de k,,: éste valor é constante, e é dado pela (38):
k,, = log,, P, — (1 + Kk} log,,P, + klog,,P,
k,, = log,, (27.962) — 2666667 log,, (17.241) + 1666667 log,, (12438)

calculando vem:

k, = — 0026347 l (57)

3.5 — Determinacdo de P’ . pelo Quadro I vimos que o crescimentc da po-
pulacdo da cidade de Limeira é rapido. Assim, poderemos supor que o seu “estado
logistico” esteja proximo do ponte de inflexfo. Como nido sabemos a “duragao”
déste crescimento rapido poderemos admitir que:

P’ — 4P, = 4 x 27.962 (58)

P, = 111848 |

3.6 — Emprego da Félha de Cdlculo: a félha de caleulo simplifica e metodiza
a determinacio da raiz exata, ou satisfatéria, da equacio (19), ou seja P,.

Ela foi feita, entre as colunas 1 e 13 para se calcular o numerador da equacio
(40) , € entre as colunas 14 e 18 para se caleular o denominador da mesma equacio
A coluna 19 da o valor de “h”.

Tédas as operacdes estRo indicadas na propria félha de calculo, dispen-
sando explicacdes. Todo numero em negrito indica a coluna correspondente. Como
toéda fdlha de caleulo, cada linha é independente da anterior na maioria de
suas caselas, exceto nas poucas caselas funcionalmente dependentes de linhas
anteriores. No nosso c¢aso, as Unicas caselas que dependem da linha anterior sao
as da coluna 1, que estdo ligadas do seguinte modo: casela 1 da linha “n” calcula-
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P, = 12438 k = 1666667 FOLHA DE CALCULQ PARA A RESOLUGAO GERAL DA CALC.. J. C. Dias de Moraes
P, — 17.241 1 + k - 2,666667 EQUACAQ LOGISTICA DATA: Marco de 1.957
P, = 27962 k,, -- — 0,026347
., ‘ log ', Klogp, | W, ] log P’ 4+ 6 D logp, |+ lgp,
1 | 2 i 3 | 1 ‘ 5 6 ‘ 7 { 8 i 9 10
111.848 | 99410 | 4,997430 8,329047 l 83.885 | 4923696 - 13252743 ‘ 94.607 4,975925 13,269130
65.953 53.515 4,728480 7880797 | 37901 | 4579681 ‘ 12460478 | 48712 1687638 12,500365
77.405 | 64 967 ‘ 4,812692 8,021150 ‘ 49.443 ! 4,694107 12,715257 £0.164 4779338 | 12,744898
82.279 ‘ 69.841 4,844107 8073508 54.317 l‘ 4734930 | 12,808438 65.038 4,813166 12,835106
82.858 ! 70.420 4,847700 8,079497 i 54896 | 4739538  12.819035 65.617 4817019 12,845381
! i | i
P — P\, + h, — 82.858 — 2 — 82.856 habitantes | | | | !
10 + k,, i n 7 23026 < 12 %f—n— rpl,_j 1M 4+ 15 - ;] K 16 — 17 | 11:;
11 | 1z, 13 R 15 16 17 _ 18 ' 19
' I
13,242783 ‘ — 0,009960 ' — 0,02293%4 | 0,0C0C167655 & 0,0000119209 00000286864 | 0,0000281867 !*.0,0000004997‘ — 45.895
12474018 | | 0013540 | 0,031177 | 00000311439 | 00000263220  0,0000574659  0.0000547435 || 00000027224 | 11.452
i
12,718551 ‘ | 0,003294  + 0,007585 | 0,0000256540 | 00000202253  0,0000458793 | 0,0000443232 !+0,0000015561j + 4.874
12,808759 ; + 0,000320 4+ 0000737  0,0000238637 | 0,0000184104 . 0,0000422741  0,0000410016 3+0,0000012725% 4 579
12,819034 ‘ — 0,00000L  —- 0,000002 : 0.0000236675 ' 0,0000182162  0,0000418837 , 0,0000406398 - 00000012439 — 2
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da assim: casela 1 da linha *“n—1” mais (soma algébrica) o valor da casela 19
linha “n—1". Exemplo: valor de P/, — 77405 é dado por:

P, + 19 dinha 2) = 65953 L 11.452 — 7.405 (59}

A coluna 1 sezue sempre a equacao (42) generalizada. ou seja:

P’xn = P’~n— 1 + hnf 1 (60)

Isto quer dizer que o Gltimo valor de P’, € igual ao seu valor anterior mais
(soma algébrica® o ultimo valor achado de “h", que é dado na coluna 19.

Quando o valor da coluna 19, que € o “h”, gue se aproxima de zero, em valor
absoluto, atinge-se a aproximacio desejada. E’ evidente que a aproximacio “a
zere” do valor da coluna 19 é uma aproximacio relativa. No nosso casc esta apro-
®imacao “a zero” e “boa” para h = 1,8 - — 2, pois neste caso o érro para o P’,
correspondente é de:

e = —"“—822;;5% — — 0,0027% (61)

0 qual é mais do que satisfatorio.

3.7 — Verificacdo da Raiz: no nosso exemplo a precisdo fol extrema, pois o
érro do nltimo valor de “h” sébre o ultimo valor de P, fol desprezivel. Maiores
erros sdo perfeitamente admissiveis na pratica.

A raiz achada fei:

P, = P’ + h, = 82858 — 2 = 82.856 hab (62)

5

| |
’ P, = 82856 hab !

Este valor ¢ perfeitamente satisfatorio, conforme mostra a verificacio se-
guinte, Aplicando éste valor 4 equacho (15), forma logaritmica das (16) e (19)
temos:

P, . P, P,
log,, (T ﬁl) = (1 + k) logy, (—P‘—'} ﬁl) —klog,, (-T” _1) (63)
=2 (+

substituindo o0s valores numéricos vem sucessivamente:

o { 82856 _ - 82.856
1 bm( 57660 —1) = 2,666667 log, , (ml _ )
i (82856 :
1,666667 log,, ( 15438 gl) (64)
e entao:
0,20209 = 154785 — 1,25487 — 0,20298 (65)

com um érro muite pequeno, que é devido praticamente aos cilculos aritméticos,
como bem se vé.

3.8 — Determinacdo de “b”: o valor de “b” é dado pela (4). Os valores de
%y & g, calculam-se pelo nosso processo dado em 2.2 (ref. 1):

P, 17.241
N, = P, — 82856 0,2081
(66)
P, 12.438
N, = P, — oi5s 0,1501

entrendo na tabela da funcdo logistica (ref. 8), com os valores achados de N, e
N, . temos respectivamente, por interpclacio:

[ 2, = — 0,663

< rd
]'L o = — 0867 (67>
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e entao pela 4):

2ig, — g 2 (— 0,668 + 0,867)
= AL, = - g T (68)
i b = 0,398
3.9 — Determinagdo de “g”: tendo-se o valor de g, calcula-se “a” pela
equacao (10);
a = — 2g, — — 2{(— 0867) = + 1,734 (69)
Ca = 4 1,734 {
3.10 — Equacdo Logistica: com as trés constantes conhecidas da egquacao
fogistica, ela toma a forma;
P, 82.856 .
P = e = U emiesin {70)
311 — Curva Logistica: com a equacic logistica conhecida constroi-se fa-

cilmente a curva logistica. Para isso usa-se o processo indicado no nosso primeiro
trabalho (ref. 7). Constrdi-se 0 Quadro II conforme indicade naquele frabalho,
e com 0s dados obtidos desenha-se a curva logistica para a cidade de Limeira.
conforme consta da Fig. 1.
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3.12 — Verificacdo de P, quando P, , P, e P, sdo Eguidistantes no Tempo: uma
verificacdo interessante consiste em se calcular o P, novamente a partir de trés
populacdes equidistantes no tempo, e que podem ser retiradas do Quadro II.

Tomemaos as populacdes dos anos 1.800, 1.950 e 2.000, e apliguemos o processo
adotado no nosse primeiro trabalho (ref. B). A equacio de P_ para &sse caso é:

P.= mo (71)
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Quabro II
ESTIMATIVA DE POPULAGAO PARA A CIDADE DE LIMEIRA
Datas Observado Estimativa
T Populacio ‘.3 N de
anos i ‘ Populaca
1.900 — ' - 1996 - 001813 1.502
1.905 — — 1830 | 002509 2.079
1.910 1 — — 1664 | 003462 2.869
1915 - _ 1498 004760 3.944
1.920 — — 1332 | 006513 5.397
1.925 ‘ . 1166 | 008852 7.335
1.930 — — 1.000 0.1192 9877
1.034 12.438 — 0867 01511 : 12.520
1.940 17241 — 0665 | 02082 ‘ 17.251
1.945 _ — . — 0502 | 02681 | 22.215
1.950 . 27862 . 0336 | 03381 28.015
1.955 _ L0170 04158 34 453
1.960 — — 0004 | 04980 41264
1965 - L L0182 L 05805 48,100
1.970 | — L. 0328 0,6538 54.174
1.975 — L0494, 07287 | 60.380
1.980 j — | + 0,660 1 0,7892 1 65.393
1.985 i — 1+ 0826 08391 . 89.528
1.990 ‘ — L 4 0,992 0,8791 ‘ 72.842
1.995 A " 4 1158 ‘ 0,91020 75.419
2000 | — 413 | 003388 \ 77.381
2.005 . 41400 095166 1 178855
| i
Fazendo:
!' P, — 1502 hab T, = 1.900 anos
i P, = 28.015 hab T, — 1.850 anos (72)
[ P, = 77.381 hab T, = 2.000 anos
de tal modo que:
i =T, —T,=T,—T, = 1.950 — 1.900 = 50 anos (73)
vird para a condicfa de passagem:
P, P, 1.502 x 77.381
M= "p =TT ogils = 4149 (74)
sendo que:
[ 28015 > 4.149
1 > m (75)
1L 3
ficando, portanto, satisfeita a condicao de passagem.
Anlicando a equacao (T1):
p _ 102 4 TT381 — 2 x 4140
4149 (76)

1502
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Resolvendo:

70.586 i
P, = KSSIBT — 82.5565,9 hab i)

Ora, o P_ achado pelo processo aas populacoes nio equidistantes no tempo
vale 82,556 hab, ou mais precisamente 82.856,2 hab, diferenga perfeitamente des-
prezivel em face da complexidade dos calculos aritméticos.

SUMARIO

O Autor generaliza as equagoes fundamentais da Logistica, para 0 caso em que as
(rés populacées conhecidas ndo sejam equidisiunies no tempo.

Resclve estas equagdes, € apresenta uma folha de calculo para facilitar a sua aplicagio
pratica.

Apresenta um cxemplo completo de cdlculo aplicado & cidade de Limeira, Sio Paulo.
Brasil.

SUMMARY
The Author gencralizes the Logistic fundamental equations. for the cass in which the
three known populations are not equidistant in the time.
He solves such equations, and gives a sheet medel in order to simplify its practical

application.
He presents an example applied to the City of Limeira, Sio Paulo. Brazil
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