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1 — CONSIDERACOES GERAIS

11 — Preliminares: em trabalho anterior (ref. 1) introduzimos o con-
ceito da funcdo normal logistica.

Pretendemos agora discutir algumas propriedades fundamentais da fun-
¢Bo logistica, para meihor compreensio do sen mecanismo matemdatico.

12 — Casos de Inaplicabilidade: no trabalho acima citado (ref. 2), re-
ferimo-nos a trés casos de inaplicabilidade que a condicio de Yule traria
para a resolucio da equacio logistica. Devemos esclarecer, a bem da verdade,
que pesquisas posteriores, e que constam do atual trabalhe, conduziram-nos
a contlusbes diferentes. Na verdade, nio sio, propriamente, easos de inaplica-
bilidade, mas, condigdes particulares de aplicacio & equacio de Verhulst.

Sendo o ponto de inflexdo um ponto singular de alto significado mate-
matico, é natural que a curva neste ponto, apresente propriedades excepcio-
nais. Dai a nossa afirmativa inicial.

Neste trabalho, contudo, tentamos esclarecer totalmente o problema ma-
temdbico, como se veri mais adiante.

13 — Condigdo de Passagem du Curve Logistica por Trés Pontos Eguidis-
tuntes no Tempo: O processo que seguimos no trabalho ji publicado nio dis-
pensa a condigdio de Yule, que consiste em se determinar as constantes da
equaciio logistica, a partir de trés populagdes conhecidas e equidistantes mno
tempo. Entretanto, a existéncia de trés populacdes conhecidas e equidistantes
no tempo, de um dado agrupamente humano, nio é condicio suficiente para
que uma possivel curva logistica passe, simultineamente, por éstes trés pontos
dados.

Entao, precisamos estabelecer a condigio de passagem Oa curva logistica,
por trés pontos conhecidos e eguidistantes no tempo.

Nao obstante ji ser cophecida esta condicdo, apresentamos, mais adiante,
uma demonstracio original, da Sua necessidade e suficiéncia.

14 — Fung¢do das Constantes: ha duas espécies de constantes na equacio
de Verhulst. A primeira espécie & a gue define, generalizadamente, a curva
em relacho s populaces. B a constante P_, chamada populacio de saturacio,
e que é um valor assintdtico, mas perfeitamente determindvel, quando possi-
vel matematicamente. P, é, logisticamente, o limite para o qual tende todo o
agrupamento humano quando s@o satisfeitas integralmente as premissas de
Verhulst. A forma da curva depende exclusivamente da funcio normal logistica,
mas a posigio da sua assintota superior depende do valor de P,.

A segunda espécie de constantes tem a funcio explicita de enquadrar na
curva logistica, a época em que o grupo humano esti sendo estudado. Tem,
pois, a funcho de localizacio no tempo.

A primeira seria um valor absoluto para cada agrupamento humanc lo-
gistico, ¢ perisso mesmo seria invariavel, estatisticamente, num mesmo agru-

NOTA: gste trabalho € o segundo de uma série de artigos, sobre a Logistica, o5 quais serfio sucessi-
vamente publicades na Revisia do DAF, como ji foi publicado o primeiro no nmero anterior
desta Revista,
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pamento, e, isto é importante, independente do tempo. ¥ uma constante de
origem mafterial, e inerente & propria estrutura do crescimento populacional
estudado, tendo, pois, uma unidade concreta de medida, a qual é dada pelo
elemento wunitirio humano, ou generalizadamente, por qualquer elemen-
to unitario do crescimenio em estudo, ndo obstante, mateméaticamente, poder
ser um namero fracionirio ou irracional, mas sempre real e positivo, quando
possivel de ser determinado a partir dos dados existentes.

A segunda, tem um valor relativo, abstrato, pois é uma grandeza sem
unidade, ¢ que funciona como expoente.

Na equacéo logistica transformada (ref. 1, eq. 8} temos:
P = NP, (1)

em que N é a fun¢do normal logistica, de valor abstrato, P ¢ a populagic
atual, e P, a populagido de saturacdo, nimero concreto, ¢ que fornece a unida-
de de medida para P. Esta equacfo fornece todos os valores para P, quando N
varia de zero a um.

Por sua vez, o valor de N dependeri do valor de ¢, que pode variar
de -—— =« a + =, pois N tem a expressio (ref. 3):

Ne o &
T 2eosh® 4 o~ @

Até ai nao apareceu o tempo. Entretanto, ¢ € relaclonado com a segunda
espécie de constantes pela eguacdo (ref. 4):

bt — a
5 (3)

-3

em gque “b” e “a” sio as constantes da segunda espécie, e “t” um numero

medido pela relacic entre dois intervalos de tempo, a partir de um intervalo

de tempo considerado como unifario. O valor de “t" é dado pela equacio

(ref. 5):

T — T,
i

= 4

na gual “i” é o intervalo de tempo considerado como unitirio para a medida
da grandeza “{”. Estando “i{” relacionado a “t” por meio da data T, do nosso
calenddrio, considerada como origem, ou melhor, correspondente a P, e T a
data atual, fica entdo “t” relacionade com o tempo, podendo-se exprimir a
curva logistica em funcio de g ou do tempo T, Os valores que “a” e “b” pode-
rao assumir, dependerfo da posicde de P, e P, em relacao ao desenvolvimento
do agrupamento humano em estudo, ndo mantendo, propriamente, relacdes com
a forma da curva. Para uma dada curva logistica, “a” e “D” poderio ter os
mais diferentes valores, pois estas constantes sio dadas por:

a=—24, (5)
b =2 (g —g,) (5a)

e como g, e g, dependem, em Ultima analise de P, ¢ P; {para um dado valor
de P)), e, portanto, de T, — T,, verifica-se, pois, que “a” e “b” dependem da
época em que foram observadas as populagdes P, e P,, tervindo entdo, tais
constantes, para enguadrar P, e P, na curva logistica em estudo.

Por outro Iado, tendo-se “a” e “b*, e fazendo-se variar “t” em (3) faremos o
percorrer todos os valores reals, levando a (2) a variar entre zero e um, e P em
(1) entre zero e P,.

Veremos, mais adianfe, como variam as constantes de segunda espécie “a”
e “b”-
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2 — CONSIDERACGES SOBRE A POPULACAO DE SATURACAQ

2.1 — Consideragdes Gerais: um estudo amplo sébre a populacao de satu-
racio é qualquer coisa de empolgante, embora nfo o pareca ac espirito estri-
tamente matemadtico. Em trabalho, que esperamos ter a oportunidade de algum
dia trazer a puahlico, procuraremos fazer um ensaio mais humano sébre a satu-
racio, compreendida como um fendmeno social e econdmico, com as suas conse-
quéncias nos mialtiplos campos de atividade do homem. O estudo da sociedade
saturada, assim como daquela que estid no ponto de infiexdo da curva logistica,
e do seu material humano, com todas as suas exteriorizacoes, ¢ um estudo que
interessa profundamente ao homem, e por isso mesmo apaixonante e empolgan-
_ te, mas que est4 fora déste nosso modesto trabalho matematico, nio apresen-

tando, provavelmente, interésse para a engenharia gue todos os nossos leitores
praticam diariamente,

2.2 — Assintolas da Curva Logistica: a curva logistica tem duas assintotas
retilineas e paralelas ao eixo das abeissas. Vamos fazer a sua pesquisa.

Basta atribuir valores infinitos & varidvel ¢ para se ter os valores de P
correspondentes as assintotas procuradas,

Para ¢ = — oo teremos:
. . Ps
lim P = lim —_—— — D
P — 0 Dam—ox 1+ o ? L
Para ¢ = + « teremos:
s 2 Ps
lim P = lim e s i
P = 400 P> | g 1+ 1 (6a)

Entdo as duas assintotas da curva logistica sio dadas pelas equacoes:
P =20 YD
P =P, (7a)

s

2.3 — Limites de P, : a constante P, pode, na equacio (1), abstratamente
variar dentro dos seguintes limites, sem, contudo terem significado material os
valores negativos e o limite + co:

apesar de:
0=N=1 (9

Entretanto, na aplicagio pratica da logistica, os valores de P, nio podem
variar além dos limites:

=P, =P (10)

smin T * g & MiLX

P

sendo P, ;. positivo, e P, finito e também positivo.

Por outro lado, P, ., deveri ser sempre malior do que um:
Py 1 an

pois, st P, ., = 1, pelo menos, os valores de P, e P, serdo menores do gue um,
0 que é um contrasenso material. O minimo possivel seria:

Bo== ] (12) -
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Levando esta condigdo a equacio (17) teremos para P

P, +1— 2 —Pz—-
Ps = P,
P, (13)
P
em que:
P, < P;2 (14)

Contudo, si P, = 1 o valor minimo de P, deve ser maior do que um. Su-
pondo que P; = 2, necessarlamente P, tem que ser menor do que guatro. Su-
pondo que seja P, = 3, teriamos para B

P, — 4 (15)

Entéo a sucessdo 1, 2, 3 e 4, respectivamente para P, P,, P, e P, satisfaz
a funcio logistica. Este ¢ o conjunto de valores mais baixos possivels que satis-
faz materialmente a logistica. Na verdade, tal conjunto de valores nunca sera

encontrado na pritica, como é ébvio dizer. Mas, de qualquer modo, o valor mi-
nimo possivel para P, é:

Poum = ¢ (15a)

Para que P, seja infinito, pela equacio (17) teremos dois casos: a) nume-
rador infinito; b) denominador nulo.

Chamando naguela equacio o numerador de:
P, Py
Pl

D=P,+P, —2

verificamos que éle nunca podera ter um valor infinito, pois:
P, <P <P, <}

Entdo o primeiro caso nfdo é possivel materialmente. No segunda caso
teremos:

Im_—_Pl l (16)

Sendo, pois, esta a condigho necessaria e suficiente para que a populacio
de saturacio tenha um valor infinito.

Entretanto, si P, P; e P, pertencerem a uma logistica, nunca se verificara
a condigdo (16), como sera visto mais adiante,

24 — Valores Negativos de P,: ndo obstante a equacio (2) nao permitir
valores negativos para P, salvo si P também o for, hipotese inaceitivel ma-
terialmente, a equacio de P, dada por:

m amn

em que:

m = (17a)

permite valores negativos para P_.. Estes valores ndo tém significado pratico,
mas podem ser enconirados ocasionalmente na pratica.
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Como esta visto em (59h) si o numerador P, + P, — 2m I6r negativo, ne-
cessariamente 0 denominador 1 — m/P, também o serd. Mas, si o denominador
for negativo o numerador nido o serd necessiriamente, podendo ser positivo,
trazendo para P, um valor negativo. Estd claro que neste caso, as populagoes
conhecidas P, P, ¢ P,, embora equidistantes no tempo, nio pertencem a ne-
nhuma logistica.

A primeira demonstracio é feita pelo mesmo método dado entre as equagdes
(33b) até a (45), somente gue em (33) e (33a) se inverte o sinal da de-
sigualdade.

A segunda, para os valores negativos de P,, é simples como passamos a
fazer. Tomando a (44) e invertendo o sinal da desigualdade, e considerando as
(34) e (34a) vira:

R, > R, (19}
a0 contrario da (45).

Voltando a (33b) e invertendo-se o sinal da desigualdade, e operando com
as (34) e (34a) teremos:

R,(1 + R) > R, (20)

Ora, apesar da equacido de condicio (19), a equagdo (20) pode se verifi-
car independentemente dela. Si R, > R, necessariamente a (20) se verifica.
Mas, si R, < R, ainda a (20) pode se verificar. Isto se di porque R; > 0 e R,
é menor do gque um e maior do que zero. Pode haver uma combinacio tal de
valores entre R, e R, gue permita haver a (20) com R, < R,. Esta combinacao
se pode dar do seguinte modo. Fazendo:

Ry
r = R, =1+ R, (21)
com
r>1 (21a)
teremos na (20):
R, + RiR, > R, (22)
dividindo por R, :
R
1 R it
+ 1~ R2 (22a)

Considerando a (21a) vem finalmente:
l R, > Ry l (22b)

Que é a condi¢gio para P, ser negativo,

Vejamos um exemplo:
R, = 05
r =1+ R, =1+4+05 =15
R, = 0,8
R, =15R, = 15 ¥ 08 = 12

Temos que

R, > R,
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Fazendo

Pl
— =1—R,=1—08 =02
P 2.200
P, o= o L. 9% :
a iz = 02 11.000
5 __9P2 _ _ll}?ﬂ X 11.000 o
P, - 2.200 -

Aplicando & equacio de P, :

5 -

P Pi)+Pg—2m

5.000

1000 + 11.000 — 2 X 5.000

B n = 5.000

L o —

P, 2,200

P. = — 800

Conferindo com a condicio (22b).

3 — A CONDICAO DE PASSAGEM

3.1 — Pesquisa do Método: a equacado logistica sob a forma classica é dada

por:
o _Ps -
oLt
e sob a forma normal por:
P = NP,

sendo a funcdo normal logistica dada por:

e? . 1

N = cos h o 1 4+ e 27

(23)

(24)

(25)

No primeire caso temos trés constantes, para cuja determinacio precisa-
mos de trés pontos conhecidos. No segundo case temos uma s6 constante, mas
a sua determinacfo, usandc a condicdo de Yule, ¢ feita com o auxilio da

equacio:

Pn =29 3 — Py

(26)

Verifica-se entio, que, também neste caso precisamos de trés pontos co-
nhecidos, Na (23) os valores de “a” e “b” sio dados respectivamente por:

sendo que

q,(':f(ND):f(Ps)

27
(27a)

(28)

(28a)
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Por outro lado, o valor de P, ¢ funcio de P,, P, ¢ P, :
P, = F(P,, P,, P, (29)

L
Por al se verifica gue, a condicio de passagem da curva pelos trés pontos
dados, pede ser pesquizsada mails ficilmente a partir da expressio de P, e nfio
de “a” e “bh”, pois parg éstes dois titimos casos teremos expressdoes mais com-
plicadas, de funciioc de funcio.

3.2 — Demonstracdo da Condicdo de Passagem: uma das formas da expres-
sa0 de P, €.
_ o+ Pp~2m
B i m (30

Py

sendo

m= Lok
= (31)

Sendo P, a populagho de saturagao, o seu valor pratico nunca poders ser
negativo, nulo, infinito, imaginario ou indeterminado:

+ = >P >0 (32)

Isto quer dizer que P, serd sempre real, positivo e finito. Entio, temas s5-
mente dois casos a discutir: a) numerador e denominador de (30) simultianes-
mente positivos; b) idem negativos.

Os casos dos dois se anularem isolada ou simultineamente leva P, aos
valores nulo, infinito ou indeterminado, o que exclui a possibilidade da curva
passar pelos trés pontos dados. Veremos mais adiante, gque si os trés pontos
pertencerem a uma logistica, necessiriamente estes tltimos casos nio se veri-
ficario.

3.3 — Primeiro Caso. teremos simuitdneamente

IPQ + 0, — 2habe 5 (33)
i
P, P
[1- Bk s A
1

Precisamos demonstrar que, si esta condigio se verificar simultineamente,
ou melhor, que si uma das (33} ou (33a) se verificar, a cutra deveri se wverifi-
car necessariamente. Si isto acontecer ficara estabelecida uma condicio de pas-
sagerm.

A (333) pode ser posta sob a forma seguinte:

%.?; X %> ! (33h)
Chamando de
7?L =14+ R
P, 1 (34)
-75_ e 1. s By (34a)
P2
Como necessariamente
P, > P, (35)
vira
s B (36)
PQ
e entio

R, > 0 (3m
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Inversamente
. P, < P, (38
Pr oy (39)
Pi:
de onde se infere que
0<R, <1 40

Substituindo a (34) e a (34a) na (33b), e operando vem:

14+ R —R, (1 +R) >1 (41)
Ou seja

R, > R, + Ry (41a)
Contudo, observando a (37) verifica-se que:
14+ R >1 (42)

e, portanto, em (41a) por maior razio teremos:

‘ R, > R, (43)
A equacdo (33) pode ser posta sob a forma:
% + f;z ) (44)
Substituindo por (34) e (34a) e operando vem Iinalmente:
I R, > R, {45)

Ora, a (45) € idéntica & (43). Isto mostra que, si o denominador fér positivo,
necessiriamente 0 numerador também o sera.

Por outro lado, voltando a condigio (33a), vamos demonstrar gue esta con-
dicio além de necessaria, como vimos acima, também ¢ suficiente, pols sem-
pre que os trés pontos equidistantes no tempo pertencerem a curva, 8 condicio

P P,
2
P

i (46)

se verificara, dando, pois, a suficiéncia desta condicho.

Tomando a eguacio seguinte, dada no nosse trabalho anterior (ref. 6), e
aplicando-a ao0s trés pontos, que s30 supostos pertencerem a uma logistica, te-
Temos:

Pa
) Ps
— S 4
Py 2¢co8 h oy 47
P
e S B {47a)
2 cos h 9, .
Pg
] Ps
Py ——— (47b)
* 2cos hp,
que substituidas no 1.° membro da (46) fornecem:
cos h ¢, cos h g, % e"‘ﬂ-l-'ri’z—? P (48)

cos g, cos h g,
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considerando-se que (ref. T):

2¢1 =90+ @2 (49)
sera, evidentemente:
aPotPe—2F _. 4 (50)
Passando a (48) a ser:
cos h g cos h ¢,
eos h e, cos h 9, (51)

Substituindo os cosenos hiperbdlicos pelas suas expressbes, e operando, te-
remos sucessivamente:

oft 4. o~ %1 eft 4 oW 2T o 2%
2 2 3 + 1
aPo -+ a—Po S ale + oV = etetPe + o~ Po—Pz at2—Fo 4 e~ P+Po
2 2 ’ 2 T = 2
cos h (2 (P]) + 1 52
cos h (Po + 92) + cos hiv: — 90) el
Entretanto:
cosh (g, + go) = cosh(2g,)
que substituido em (52) da:
eosh(29y) + 1 (53)
cos {29 + coship, — py)
Dividindo tudo por cosh (2¢;) vem:
U W
1 cos h (2 ¢y)
1+ cos b (P — @) (ad)
cos 29
Sende sempre _
coshx = 1 (55)
e também
?2 > (Pl > Po (56)
vem que:
cos h (9, — 95) 1
cos h {29} cos h (29,) &l
0 que torna sempre a expressdo {(51) menor do que um:
1+ S N—
coshi{29)
14 Loshig — w) <! (38)
cos h(29,)

Si esta expressio é sempre menor do que um, necessiariamente a condicio
(46) se verifica em qualquer caso de trés populagdes equidistantes pertence-
rem a uma logistica.

Importa também saber si, dadas irés populagdes equidistantes no tempo, e si
fér satisfeita a condicho (33a), estas trés populagdes pertencerio a alguma
logistica. O contrario é verdade, como vimos acima. Agora, vamos demonstrar
que esta nova proposicdc também é verdadeira.
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Ora, st a condicio (33a) é satisfeita por trés populacdes equidistantes
no tempo, a condicio (33) também o € como ji foi demenstrado; existe,
portanto, um valor de P, real, positivo e finito. Como vimos em 1.4 0 gue
define uma curva logistica é a constante de primeira espécie P,. Existindo
pois P,, sem duvida alguma existe alguma curva logistica correspondente as
trés populagdes dadas. Tomemos agora uma populagdo gqualquer P, menor do
que P_.. Todas as populagdes iguais ou menores do que P, poderdo ou ndo
coincidir com esta logistica, dependendo dos valores correspondentes de “t”. Ten-
do-se P, basta determinar o valor cotrespondente de ¢,, € o par P,, ¢, definird
um ponto, e s6 um, da curva logistica. Isto se dd necessariamente porque sz
funcio logistica ¢ uma funcao definida e univoca para todo o campo real de
variacao da variivel o . Estendendo éste raciocinio para n igual a 0, 1 e 2,
teremos P, P, ¢ P, com o8 seus pontos correspondentes na curva logistica.
Mas, iste tudo nao é suficiente para que haja esta coincidéncia dos trés pontos
na curva logistica, pois sera necessirio que os trés pontos satisfacam igualmente
as relacdes entre Qos @1 € ©a, guando éles sac equidistantes no tempo. Os va-
lores de o seréo determinados a partir da equagio (1). Determinado N nesta
equacio enfra-se na equacgio:

P = — 2 log, (= — 1) (59a)

e determina-se o valor correspondente de o. Fazendo-se isso para as trés po-
pulacdes P, P, & P,, que ainda nio sabemos si pertencem ou nio a umsa lo-
gistica, teremos os trés valores de ¢, ou seja g,, ¢, e go. Bi éstes valores sa-
tisfizerem a condicio:

g2 = 29, — ¢ (59b)

que é a condicAo de equidistincia no tempo, derivada da condigdo de Yule,
estara provado que as trés populacbes pertencem & logistica definida por estas
trés populacoes. Tomando-se a equacao (30):

P — PO—i—P,—me

s Lo (59¢)
£

na qual esta satisfeita a condicdo do denominador ser positivo, substituindo
os valores de P, P, e P, dados pela equacio (1), e isolando N, teremos ime-
diatamente:

(59d)

Substituindo os valores de N, N; e N, pelos seus valores correspondentes
da funcio normal logistica dados na segunda eguacac (25) teremos:

1 + e~ *%0 1
i 1 4+ 2% 1+ e 2%
T = ' L+ o 2% (59¢)
T8 S L il
14 e =¥t
Operando chegaremos a:
o 2P . 42 @1—F0) (591)

Da gqual se tira imediatamente, pela igualdade dos expoentes:

92 = 291 — g, (59g)
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que é a mesma condicio dada em (59b). Déste modo, fica provado que a condi-
¢cAo (46), e portanto a (33a), é necessaria e suficiente para que as trés popula-
¢ies equidistantes no tempo P,, P, e P, perten¢am 2a logistica definida por
P, . Assim, poderemos entdo dizer que “si a condicao:

P,P,
=

<1

for satisfeita com P, < P, <« P, as trés populacées pertencem a uma logis-
tica, e si as trés populactes pertencerem a uma logistica aguela condi¢io serd
satisfeita necessariamente”,

3.4 — Segundo Caso: no segundo caso, isto é, em que o numerador e o de-
nominador da (33) sejam simultineamente negativos, prova-se facilmente que
si acontecer de: ’

P, +P,—2m <0 (59h)
serd sempre
1 PP (591)
P2
Si, porém
1 — LPE <0 (597)
P2
nem sempre Sera
P, + P, —2m < 0 (59Kk)

de modo que neste caso pode acontecer de P, ser negativo, o que nido tem sig-
nificado material, como ja vimos.
Mas, como demonstramos acima, sera sempre, para trés pontos pertencen-
tes a uma logistica:
P P,

1 i 0
P,z

> 10 (60)

de modo gue, a segunda hipdtese nao se verificara nunca para trés pontos
pertencentes & uma logistica.

Entdo, “a condicio necessaria e suficiente, para que trés populagdes equi-
distantes no tempo pertencam a uma curva logistica, é que seja satisfeita a
condic¢ao

P0P2
1
P2 < (61)
Chamando de:
P0P2
m — —Pl {62)

a condicio acima pode ser expressa simplesmente por:

!m<1=1 r 63)
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4 — CONSIDERACOGES EM TORNO DAS CONSTANTES “a” e “b”

4.1 — Discussdo Sobre os Valores de “a”: a constante “a” da equagio clas-
sica logistica nada tem a ver com a curva normal logistica, podendo subsistir
esta independentemente de quaisquer consideracdes sbbre “a”. A sua existén-
cla, contudo, ¢ fundamental para se localizar na curva logistica, o trecho que
é ocupado pelo crescimento populacional em estudo na época em considera-
¢Ao. E porisso que, numa mesma curva logistica, se pode ter diferentes va-
lores de *a”.

Sendo o valor de “a” dado por;

a = —2g, (64)

conclui-se imediatamente que o valor de “a” depende da populacio P,, ou seja,
a menor populacio das trés populagdes conhecidas e equidistantes no tempo,
para um determinado valor de P,. Pols, sendo:

Pu
0 =) =1 (H5) (85)
b1
serd evidentemente:
P
a=—a2f(p-) (66)

8

Agora poderemos discutir os valores que ‘“a” pode assumir dentro do in-
tervalo de variacio de g.

a) para
§o — — ® (67)
vira
2= } o (68)
b) para
— = L g, < 0 (69)
vira
a>0 (70)
isto &, “a™ é positivo.
c) para
g, = 0 (71)
teremos necessariamente
a =290 (72)
isto &, “a” é nulo.
d) para
9, > 0 (73)
vira
a<o ('14)
sendo, pois, negativo.
e) para
G = + o (75)
vira

a = — (76)
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Os valores de “a” sio fungdo linear de g,. Assim, poderemos fazer uma
curva de “a” em funcio de g,, que € uma reta passando pela origem, com
coeficiente angular de valor negativo e igual a — 2, tal como consta da Figz. 1.

Déste modo verifica-se que “a” pode tomar todos os valores do campeo real.

Verifica-se também que, quanto mais P, estiver proximo de =zero, tanto
maior seria o valor de “a”, No ponto de inflexio da curva logistica “a” assu-
me um valor nulo. E, quanto mais proximo P, estiver da populacio de satu-
ragdo tanto menor seri o valor de “a”.

Assim, com uma simples inspecio do valor de “a” se pode ter uma idéia
da posicio de P, na curva logistica.

+d

-A ¥

FIG. I

VARIAGAO DE "a”" EM
FUNGAO DE Yo

4.2 — Discussdo Sobre “b”: considerando-se a equacgdao (39) do nosso tra-
balho anterior (ref. 8):

b . .
o = 5 + P (17}
e fazendo n = 1 vem:
b = 2(g — ¢ (78)

Por esta equacdo verifica-se gue a posicio de “h” depende dos valores
de P, e de P,, para um determinado valor de P_.

Ora, ja sabemos que sempre:

%1 = Qo (79)

Neste caso, temos a considerar as relacbes enire o, e g, em cada ramo
(esquerdo e direite) da curva logistica.

8 - DAE,
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a — ramo esquerdo: neste ramo g, serd sempre maior do que g, em valor

absoluto:
teo | > leogd (80)
mas sempre
Go < 0 (81)
3 <0 (81a)

Assim, no ramo esquerdo, ou seja, antes do ponto de inflexdo os valores
de “b” serdo sempre positivos:

b>0 (82)

Neste caso “b™ serd tanto menor quanto mais proximo estiver ¢, de ¢,.

No caso de P, = P2 serd ¢, = 0, e entdo
go < 0 (83)
O valor de “b” ainda seri positivo e igual a:
b =2a=—2g, (84)
e, portanto igual a constante “a”.
8i g, = 0 serd ¢, > 0, ¢ entao:

b = 2@1 (85)

b — ramo direito: neste caso teremos sempre:

ge > 0 (86)

01> 0 (86a)
mas sempre

g1 > @a (87)

dando sempre um valor positivo para “b":

b>10 (88)

Assim, concluimes que, para gualquer posicio que ocupem F, e Py na cur-
va logistica, o valor de “b” serd sempre positivo, dentro da condicao de Yule.

43 — Limites Prdticos de “a” e “b”: na pritica o campo de variacio de
“a” fica restrito a dois valores extremos relativamente proximos.

Admitindo os valores extremos de P, como de 5% e 95% da populacio de
saturacio, teremos:

owmin — 0’05 Ps (89)
Po max — 0,95 P»; (89a)
teremos evidentemente:
P
N, i = OTI = 0,05 (90)

P .
N e = —g = 095 (90a)

O MAaxX
=
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Entrando com estes valores dados na tabela da funcio normal logistica
(ref. 9} teremos para ¢, :

Yomin = — 1147 (891)

= 4+ 147 (91a)

?u FHHES
E, entao os valores limites de “a” serio:

a = — 2{(— 147 = 2,94 (92)

By = — 2+ 1,4T) = — 2,94 (92a)

Déste modo, ndoc se deve esperar encontrar na pratica valores de “a” fora
dos limites acima. Deve-se, aliis, para o nosso Estado esperar valores sempre
positivos para “a”, pois as populacdes conhecidas estio geralmente no ramo
esquerdo da curva.

Por outro lado, sendo “b” dado pela (78} vemos que 0s seus valores maximo
e minimo dependerdo das relagdes entre ¢, e g,. Chamando de

71
p = ——- (93)
@o

vira em (55):
f e Bl ez 13 94)

No ramo esquerdo serd sempre ¢ < 1, e “b” sera tanto maior quanto me-
nor for o, Ou seja quanto maior fér o afastamento entre ¢1 € g,- No caso de
0 = Gomm: € ¢ — 0, isto &, quando P, cair no ponto de inflexdo, o valor
de “b” serd um maximo, e entéo

b = amm T e 2?o|niu = 2,94 (95)
pois ; = 0.

8l ¢, = 0 e g, ir aproximando-se de g1 0 valor de “b” ird diminuinde.

Entretanto, o caso da eguacio (95) dificilmente acontecerd na pratica,
bois as populacdes P, e P, estariam afastadissimas no tempo. Neste caso a popu-
lacdo P, deveria cair no valor ¢, = ¢, ..., € as populacbes extremas conhe-
cidas P, e P, seriam respectivamente 5% e 95% da populagio de saturacio,
englobando um intervalo de 90% da populacio de saturacio,

Ora, éste seria 0 caso de uma cidade muito antiga, praticamente no fim
do seu crescimento, de cujas populacdes P, e P, si consideradas como popula-
coes iniciais, ndo se tem geralmente dados precisos.

No case de ¢, = 5, .., € ¢ > 0, a populacio P, seria 5% da populagio
de saturacao ¢ P, estaria no ramo direito da curva logistica. Neste caso P, iria
além de 95% da saturacfio, casc malis dificil de acontecer do gue o anterior,

Assim, pode-se concluir gue, na pratica, deve-se esperar para “b” valo-
res sempre menores do que o dado pela equacio (95), ou seia, valores meno-
res do que 2,94. Deve-se, alids, esperar no nosso Estado, valores bem menores
do que @&ste, pois, geralmente, aqui, as populacies P,, P, e P, estio sempre
no ramo esquerdo da curva logistica.

5 — SOBRE ALGUNS VALORES PARTICULARES DAS POPULACOES P,P, e P,

5.1 — Casos Particulares Importantes: a coincidéncia de qualquer uma
das trés populacdes dadas, no ponto de inflexdo, levou-nos inicialmente a
bensar que a condicio de Yule trazia alguns casos de inaplicabilidade déste
método. Verificamos tal nio ser verdade, e aqui vai um estudo detalhado do
assunto.



104 REYISTA DO PEPARTAMENTO DPE AGUAS E ESGOTOS

Trés casos 320 possiveis:

& — populacio conhecida P, coincidente com o ponto de inflexdo;
b — idem para P, ;
¢ — ibidem para P,.

5.2 — Coincidéncia de P : ji vimos que no ponto de inflexdo a populacio
¢ metade da populacio de saturacio;

P = S (96)

Aplicando-se & éste ponfe a populacio P, teremos na equacio (45a) do
nosso trabalho anterior (ref. 10):

P, 2
. s )
vt e § e ( P, 97)

P, P,

P,
a seguinte expressao:
P, P, 2
?; - 1= (T)l- — l) (97a)

Desenvolvendo esta equagio e ordenando o polindémio em relacao a P, vem:
P2

+ 2Plj+ 2P =0 (98)

P2 — Ps(
2

Resolvendo esta equagio do 2.2 griu em relagio a P, teremos:

Po== 5p + P =P V ( ngi? + 1)2 iy (99)

Para que P, ndo seja imaginario, ¢ que seria um absurdo, impde-se que:

P, 2
g
(-t =2 (100)
ou seja
P, = 2P, (/2 — 1) (1002)
e, finaimente:
] P, = 0,83P, (101)

Que é uma condicdo Importante. 8i P, f6r menor do que 0,83 P, o valor de
P, serd imaginirie, nio sendc possivel aplicar 4 logistica as duas populacbes
conhecidas, P, e P,.

Por oufro lado, neste caso em que P, = P,, a constante “a” toma um
valor critico, tornando-se nula. Sendo “a” dada por:

a = — 2¢g, (102)
noe ponto de inflexdo a varidvel anula-se, e entdo:

a =10 (102a)

tomando a equacdo clissica de Verhulst a seguinte forma:

Ps

Pe= ——
14 o™

(103}
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Por outro lado, sendo:
Z2g; = bt —a

e considerando que t; = 1 (condicdo de Yule), e a = 0, vem que:

!b = 0 } (103a)

A condicio (101) liga P, a P,, e € uma condicao para que P, seja real.
Entretanto, ainda existe uma outra condi¢do importante, gue inclui aquela e
liga P, a P, . Tomando-se a equacdo (46) (ref. 1), e sendo, neste caso particular
P, = 2P,, teremos:

Ed

PP, 4 PP — 2P, P P,
Pyt — Py Py

PS:QPn:

Desenvolvende ¢ isolando P,, vem

P, P?

P = Py T ape — 21, P,

Levando P, & condi¢do (101} teremos finalmente:

|
' PU
2 —I);‘ T

P, |
P‘ = 2,83 ! (103b)
n

Do mesme mado como estd demonstrade em 5.4, na equacao (117) e na desi-
gualdade (118}, também neste caso prova-se gue, uma vez safisfeita a condicao
(IC1), o valor de P, na (99) é sempre positivo,

5.3 — Coincidéncia de P,: neste caso fazendo-se:

P,=P = (104)
vira em (97):
Ps 1— i
P,  Ps .1 (105)
P
Desenvolvendo:
Ps 1 1
= == 4 = (
B, P, P, + T, (1052)
e, finalmente:
P, =P, + P, | (108)

Por outro lado, substituindo P, de (106) pelo seu valor de (104) vira:

r= — (107

que é a condigho necessaria e suficiente para que P, coincida com o ponto de
inflexao.
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Caindo P, no ponto de inflexao teremos necessariamente
o = 0 (108)

que levado a equacido (49) fornece
o = — g, (109)
Levando estas condicdes a (78), e considerando a (102) vem
|b=a ] (110)
(ref. 1), e considerando-se a equacao

Tomando-se agora a equacio (53)
(103) verifica-se que:
(110)

a = loge

Neste caso particular o valor de “a” pode ser achado independentemente
do valor de P, e somente em funcio das duas populacdes conhecidas P,eP,.

neste caso, fazendo-se:

9.4 — Coincidéncia de P,:
I)
P,= P, = ; (112)
e substituindo-se na (97) virad:
Ps Ps °
pr— 1= (—P-I_- - 1) (113)
Desenvolvendo e ordenando o polindmio em relacio a P
p?
2 1
P, — 7, ( ) + 2P¥ =0 (113a)
Resolvendo esta equaciio em relacdo a P, teremos
(114)

L
by = 2P, L 1)
Neste caso o valor de P, nunca poderia ser imaginirio, pois o radical é
sempre real. Sendo P, > P, , a sua relacio P,/P, serd sempre maior do que

+ B o= Py V( 2P,

teremos:

Qa?

um. No caso limite, de P, se tornar igual a P
- P 2 1 2
Hm f ) = (— H ) e

- (21’n T4 g T 1 %25

Py == Pp
tornando-se o radical real. Bste seria o caso mais desfavorivel, e sem signifi-

(115)

cado pratico. Nos casos praticos teremos entdo sempre
116)
]/ ﬂ, 2> 0 (
e, portanto, P, sempre real, neste caso
Por outro lado, P, serid sempre positive neste caso. Tomando-se a (114)
teremos:
ir P, ?
== 1 11
P~ (g + )= ) (g + ) - (
Ora, a desigualdade seguinte subsiste sempre
(118)

I[ Pl 1 2
ot > G+ -
por causa do valor negativo de dois sob o radical. Assim, podemos concluir
que para o terceiro caso P, serid sempre real e positivo.
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Considerando que g = 0, teremos na equacao (59b}
2oy = g (119)
que substituido em (27a) fornece:
b =2(g — g) = — @u (120}
Sabendo-se que a = — 2¢,, e considerando a (120) vira imediatamente:
a = 2b (121)
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SUMARIO

O Autor faz varias considera¢Oes sObre as propriedades da fungdo logistica, discutin-
do questBes sbbre a populagio de saturacio, fazendo uma demonstragio original e geral
da condigic de passagem da ctrva por trés populagdes conhecidas e equidistantes no
tempo, mostrando e discutindo a fungio e as propricdades das trés conslantes da equacio
classica de Verhulst, ¢ analisando alguns casos particulares de coincidéncia das trés po-
pulacdes conhecidas com o ponte de inflexio da curva logistica.

SUMMARY

The Author does considerations about the logistic function properties, discussing ques-
tions on the population of saturation, doing an original and general demonstration of the
passing condition of the curve by three known and time equidistant populations, showing
and discussing the role and properties of the three constants of the classic equation of
Verhulst, and analysing some particular cases of coincidence of the three known popu-
lations on the inflexion point.
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ERRATA do trabalho “A Norma] Logistica”, do mesmo autor, publicado nesta Re-
vista, N.© 26, Setembro, 1955.

Pigina Linha Onde se I¢ Leia-se
a1 14 f; corresponde a t; correspondente a
. . ¢a + 261
63 14 a equagiio (40) é iy 1
65 3 a equagio (55) & B ETOH
t
PS
65 6 a equacio (56) & b = ]oge( P —])f
N
PB
—tox, {3,
*
65 suprimir éste pardgrafo (1.12) —_—
65 16 P,<m P, >m
66 15 salecionamos selecionamos

67 9 & = 0915 9 = — 0915



