OPERADORES  VETORIAIS

Eng. NASSIM NADRUZ

da Repartigic de Aguas e Esgdtos

Em artigo anterior (*) vimos que o quociente vetorial de dois vetores era
uma expressac de forma

B __A.B , AABA

A AC A? (08

e démos a esta expressio o nome de operador vetorial, Vimos também que esta
expressio aplicada. ao vetor A dava como resultado o vetor B.

Generalizando o conceito chamamos operador vetorial a tdda expressio
que aplicada a um vetor da como resultado outro vetor. E' pois ébvio que ha
um niimero infinito de operadores vetoriais.

Désses operadores vetoriais vamos considerar apenas os operadores linea-
res, mais adiante definidos.

Para efeito de exposicio chamemos ¢, a um operador vetorial e a, b, ¢, u,
v e W a vetores guaisquer e m um escalar.

OPERADOR

Sendo ¢ um operador e u um vetor resuita por definicio de operador

au =Y (2)

ou seja, o operador g aplicado ao vetor u da como resultado o vetor v.

A expressio gu é um vefor que depende simultineamente do operador 4 e
do vetor u.

OPERADOR LINEAR
Dizemos que o operador ¢ ¢ linear quando éle goza das duas seguintes pro-
priedades:
g{mu) = magu 3
e
a4+ v) —gu-+4 qav. (4)

As expressdes 3 e 4 definem pois um operador linear.

DIRECAQ NULA

Quando gu = ¢ diz-se que o vetor u ¢é a direcio nula do operador 4.

EXPRESSAO DE CORRESPONDENCIA
Ora, podendo um vetor qualquer do espago ser expresso em funcio de um
térno qualquer de vetores, nio coplanares, a, b e ¢, resulta gue um operador

linear ¢ fica perfeitamente caracterizado quando, dado éste térno, se conhecem
os trés vetores resultantes xa, gb e gc.

(¥*) — V. Revista Mackenzie N9 122,

3 — DAE.
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E neste caso se exprime o operador ¢ com a notaciio abaixo, chamado ex-
pressio de correspondéneia.

No caso de ser 21 = u, aj = v e gk = w resulta a expressao de corres-
pondéncia

6]

CARACTERIZACAQ DO OPERADOR

Apliguemos agora © operador ; de expressio de correspondéncia 5, a um
vetor X definido por:

X = al + bj + ¢k

Em que a,, b,, ¢;, s&0 escalares.

Teremos, operando com g a esquerda de ambos os membros da expressiao do
vetor acima e aplicando as propriedades definidas por (4) e (3) e a expressio
de correspondéncia 5:

aX = gfa;,i + byj + cyky = aa;i + ab] + dek =

= 8yl + biaj + ek = 3,u + byv + ¢, W.

Dados pois o vetor X e a expressio de correspondéncia do operador 4 o
vetor g X fica perfeitamente determinado.

PRODUTOS DE OPERADORES

a) produto de dois operadores.

Sendo g e § dois operadores lineares, a expressio § o ¢ chamada produto
désses operadores e tém por definicdo o seguinte:

ﬂau:ﬂ(qu) = f_‘,V:W (6)

em gue
gl — V.

Da definicio 6 resulfa que o produto de dois operadores lineares ¢ também
um operador linear pois satisfaz as equacdes 3 e 4.

faglmu) = fi{gmu) = Magll) = mBgu
Ba4+V =8[xW+V] =pflat+ av] = fau + baV.

APLICACAO

No caso dos operadores quocientes resultam as expressoes facilmente de-
duziveis.
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)
(g)c=p
CD—:I[)—:C

(CD) D = D2C

(AB) C = C(AB)

I I
(AB) — = 5 (AB) ©
I I - A.B
AB) 4 = [AB]._2( ) — B.

h) produtos de n aperadores.

Sendo g § e -y trés operadores, 0 produto v {y aplicado a um vetor u € por

definicéo:
Yhen = yhlew) = yEv =y {Ev) =W

em que

al = Vv ?,V - W.

No caso de n fatores iguails escreve-se
U = xeo...glU.
EXEMPLOS
2*u = galg) = glav) = gw

em que

SOMA E DIFERENCA DE OPERADORES
A soma ou a diferenca entre dois operadores é um operador assim detinido:
(d = u=oqgou=x=gu.
Q operador guociente é a soma de um numero real m e um axial C A como
4 seguir veremos:
OPERADOR ¢

Para facilidade de calculo fagamos na expressio (1) do gquociente vetorial

A.B=¢g e AAB=C e A

e teremos como resultado
C
8 +CA -

= — AT

que ¢ a formula do operador guociente em gue -K'Z—é um escalar e—Aqfum vetor.
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INVERSC DE UM OPERADOR

O operador 4 aplicado a um vetor @ da como resultado um vetor b.
aa = b.
Dados o operador ¢ e o vetor b é as vézes possivel determinar uwm operador

tal gue aplicado ao vetor b nos dé o vetor primitivo a. Este operador é chamado
inverso de 4 e é representado pela notacio g—1

a 1) = =
ou
g~ lga = a

e~ tg =1,

A equacfio acima define pois o operador inverso.

INVERSO DO OPERADOR QUOCIENTE

Evidentemente ¢ inverso do operador ~§— néo é o operador ~%— como podia
parecer a primeira vista, isto é:

() (%) 1

. - . B | .
Para a determinacgio do inverso do operador A ¢ necessario travarmos
cohhecimento com outros operadores e assim bem como das operagdes entre

éles efetuadas.

OPERADORES LINEARES SIMPLES

Os operadores lineares gue nos interessam na determinacio do operador
inverso s40 0s trés seguintes operadores chamados simples, 0 operador m (OMO-
TETIA), o operador C A, (axial) e o operador H (a, b} chamado diade,

Vamos vér as propriedades de cada um de per-si

OPERADOR m

Sendo m um nfmero, aplicar &sse operador a um vetor & apenas multiplicar
0 moddulo désse vetor por m. Esta operacdo ja ¢ conhecida do calculo vetorial

Temos
ma — m|a|d em que & & o versor de a. Bsse operador é distribuitivo em

relacio a soma & comutativo em relacdo ao produto.
mia 4+ b) =ma + mb

m(ca) = mca = cma

vé-se assim que O operador m é linear.

OPERADOR AXIAL C A

Esse operador aplicado a um vetor a dé como resultado o vetor C A a
multiplicacio vetorial) j4 definido pelo calcuio veforial.
O operador axial é distribuitivo em relacho a soma e comutative em rela-

c¢do ao produto por um nimero.
ceA @4+ b =cAaa tecAb
cA (ma) = me A A

vé-se assim gque o operador axial £ linear.
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OPERADCR H DIADE

Chama-se diade, e é representado pelo simbolo H (a, b) em que a e b séo
dois vetores quaisquer, um operador que aplicado a um vetor u da como resul-
tado o vetor definido por:

H@bu = (a.u)b.

Os vetores a e b 540 chamados os vetores do diade.

Evidentemente se o vetor u fér normal ao vetor a, entdo o vetor resultante
Hu é nulo.

H{ablu=(a.u)b=10

vé-se assim que u é a direcio nula do operador H. O diade transforma pois
todos os vebtores em vetores paralelos ao vetor b, com excessic dos vetores
normais ao vetor a gue sio transformados em vetores nulos.

Sendo evidentemente as relacoes:

nH{a,b}) = H(na,b) = H(a,nh)

H(a,b)(u + v =H(a,bbu -+ Hia, ) v

vé-se que o operador H € linear em relacio a cada um dos dois vetores gue
o determinam.

APLICACAO

830 evidentes as seguintes relacoes.
H(a,b)u = (a.u)b definicio de diade
He,banb=1]c.a A blb =[cablb
HGPDI=0G.i=0
HGEGDi=]
H{a 4+ c,b] = H{a,b) + H (c,b) .

COMPOSICAO DO OPERADOR g

Do que ficou exposto se conclue que o operador guociente (7) é a soma
dos operadores simples a omotetia e o axial.

q=m-+4c¢cA.

OPERACAQ ENTRE OPERADORES

a) Invariantes de um operador.
Sendo dados 03 vetores u, v e w vamos exprimi-los em funcio de outros
trés vetores a, b e ¢ nio coplanares.
Temos pols a A b.e = 0.
Podemos escrever
U = ua+ wb + uc

v

I

v,a 4+ Vob 4+ v;c

w

w8 + Wub 4 wye

em que u,, u,, U, V,, V, etc. sBo escalares determinados.
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Efetuando o produto misto dos trés vetores anteriores teremos:

uUAV.W = v, Vs Vv, raAnb.c=DaAb.c (8)

em que D é o determinante acima indicado.

Sendo ¢ um operador, aplicado g a0s vetores U, v ¢ w resultardc aos veto-
res abaixo indicados

a1 = W2 4+ U,ab 4+ u;ac
av = v,za + Vsab + VzacC
aW = Wy za 4+ w,ab 4+ wyac.

Efetuando o produto misto désses vetores resulta
ZU A gVv.aW = Dga A agb.gec. €))]
Dividindo (9) por 8 resulta a relacio

gU A aV.aW _ g8 A ab.ge
UAV.W aAb.c

=La ol1)]

em que I, ¢ ¢ uma relacio independente dos dois térnos de vetores (u, v.w) e
(a b ¢) mas sOmente dependente de z. A relacho I,x que € uma constante
para cada g se chama {erceiro invariante de z.

TERCEIRO INVARIANTE

Podemos pois escrever

_ 23 A ab_ac
La = aAb.c (1D

A expressio I,y é pois um operador gue aplicado a um operador x di o
seu terceiro invariante.

E’ pois uma operacdo realisada entre operadores.
TERCEIRO INVARIANTE NULO
No caso de ga A zb.qgc = 0, 0 terceiro invariante € nulo e se escreve:
I, =0

veremos mais tarde que a condicio para que um operador g admita um ope-
rador inverso ¢! é que I,z = 0.

OUTROS INVARIANTES

J4 vimos que sendo X um numerc e g um operador a diferenca ¢ — X
¢ um operador. Facamos nulos o terceiro invariante désse operador,
Isto &

I, (« — X) = 0.
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Aplicando a expressio 11 e desenvolvendo resulta a expressio de ferceira
ordem em X.

X3 angb.et+anb.gc+eanb.c X2 4+
anb.c
+ x& A ab.c + za Ab.ge +a A agbh.ac Xt
aAb.c
N xa N zb.gc 0
aAb.c
gue pode ser escrito sob a forma
X —TagXt + LgX —ILaxg =0
em que
a b. b. b.
I q = N g c+aaAAba§+aaA C a
aAngh.c aAb.ace a A gh.ge
Iga___z 2 +aaf\\bz+ ab.a (13)

As expressdes I, ¢ e I, z s40 chamados respectivamente primeiro invariante
¢ segundo invariante de ¢.
0OS TRES INVARIANTES EXPRESSOS EM FUNCAO DO TERNO i, J, k

No caso dos vetores a, b, e ¢ se reduzem a i, j e k, as expressoes dos trés
invariantes se tornam

Loa=oall + ai.i+ ak.k 1
La=alAa] K+ o] Aak. i+ gk A gi.j (14)
Lig = al A a).ak. J'
TERCEIRCO INVARIANTE DE ALGUNS OPERADORES
Aplicada a relac¢io 14 terceira teremos
I.m = ms
L1 =1 1 OMOTETIA
I,0 = ¢
Le A =0 AXTAL
I;H(a,b) = ¢ DIADE .
No caso do operador quociente q = %E-‘,-\— resulta para L,q
La = "Al_g[ﬂa + 867 (15)
THEOREMA

O invariante terceiro de um produto de dois operadores é igual ao pro-
duto dos terceiros invariantes de cada fator.

L (af) = Ljak;6. (16)
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Com efeito substituido na relagio 11 os vetores a, b e ¢ por §i, fj e
gk resulta

pi ARy . fkIia = afi A gBlafk
ou

L Lz = ILap).
THEOREMA

O invarlante terceiro de um operador a poténcia n é igual ao invariante do
operador elevado a poténcia n, isto é

I () = (Tgam amn

Aplicando a expressio 16 poderemos escrever

Lifa.ag----a) = LiagLglha.--- Lia
ou
Ig2 = (Igen
THEQOREMA

O terceiro invariante do inverso de um operador é igual ao inverso do
terceiro invariante desse operador
1

L(a1) = . (18)
Lz

Com efeito sabemos que sendo ¢! o operador inverso de g poderemos
escrever

g*l @ = 1.
Da equacdo 17 se tira para n = — 1

L(g-1) = (Iga) 1
ou
1
L«

La 1l =

A expressao 16 da

13 (aail) = I;;G_l I3a = 1.

b) CONJUGADO DE UM OPERADOR

Chama-se conjugado de um operador 5 e representa-se com 0 simbolo K ¢,
ao operador tal que satisfaca a relacéo

u.gv =v.Kgzu (19)

em que u € v 530 dois vetores quaisquer.

CONJUGADOS DE UMA OMOTETIA

No caso g = m resuylta

Km = m. (20}
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Com efeito aplicando a expressioc 19 teremos

u.mv — v.Kmu
ou

mu.v = v.Kgu
expressao que se verifica para Km = m

mu=VvV.mu =mv.u.

O conjugado de uma omotetia é a propria omotetia.

CONJUGADO DE UM AXIAL

No caso de g = ¢ A

KeA=—c¢cA.

(21)
Com efeito substituido em 19, ¢ = ¢ A a expressio se verifica para
Ke A = -—¢€ AL

O conjugado de um operador axial é o axial com sinal trocado.

CONJUGADO DE UM DIADE

No caso de ¢ = H (a,b) resulla

KH (a,b) = H (b,a). (22)

Yazendo ¢ —= H (a,b) na equacdo 19, a igualdade se verifica para KH
= H (b,a).

O conjugado de um diade é pois o diade inicial com os vetores trocados

THEOCREMA
O conjugado de uma soma de operadores é igual a soma dos conjugados
dos operadores.

Klag+83 =Kg+ K§.

(23)
Com efeito da definicio do conjugado resulta:
n. g+ P v=v.K@+ P
u. g+ v=u.a2v4+u.pv =v Kgu+ v.Kgu.
ou
V.K(z + pu=v.Kqu + v.Kfu=v. Kg -+ Kfidu
donde
K+ =Kz + Kg.
De 23 se deduz que
Kimg = mKyg. (24)

CONJUGADO DO OPERADOR QUOCIENTE
Ao operador

__ 8 CA
4="7 * -
Aplicado o operador K resulta
_ i cCnrny _ 8 Ca _ 8 CA
Ka = K (5 A2)—KA2+KA2 = A

A2
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THEOREMA

O conjugado do conjugado de um operador é o proprio operador

KKz = z. (25)

Com efeito da definicio do conjugado resulta

u. KKgv=v.Kzgu=u.v
donde
KKy = z.

CONJUGADQ DE UM OPERADOR INVERSO
De 25 se conclue que:
K2 =1
ou
K = K-! (26)

isto é o conjugado do inverso de um operador é igual ao conjugado do operador.

THEOREMA

O conjugado de um produto de dois operadores é igual ao produto dos
conjugados de cada operador colocados em ordem invertida.

K{zf) = K3Kga. (27)

Com efeito

u.K@glv=v.@fpu=va(iuw =3u.Kzv = n.KRgKagv
ou

u. K(zf v = u. KgKav
donde

K(z3) = KgKg.

Pela mesma razio
Kafy = KyKiKa.

CONJUGADO DE UMA POTENCIA
No caso de n fafores iguais a z resulta
Ko = (Kg)o. (28)

Exemplos Kg® = (Kg)3, K(Egld = (KK gld = 3.
No caso de n negativos vem:

K a— 0 = (afl)n‘

CONJUGADO DOS INVARIANTES
Os invariantes sendo escalares teremos as relacoes

KI, =1, KI, =1, KI, =1,.

¢) IDENTIDADE DE TERCEIRA ORDEM

Sendo z um operador e I, z, I, o € I, ¢ 0s seus invariantes existe a seguinte
relagio do terceirc grau entre g € seus invariantes.

B —TLae? + Lao—Iye =0. (29)
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A relacao acima fica perfeitamente demonstrada si nas equacgdes dos in-
variantes primeiro, segundo e terceiro substituirmos o vetor ¢ respectivamente
DoT z2¢, — zc € ¢ € somamos membro a membro as relagoes. Resulta entao:
senndo a, b e ¢ vetores quaisquer ndo coplanares resulta:

a Ab.@L g — gl + Lia) ¢ = a A b.gc

(I, g — ol + Iy ¢ = o3¢
Ou
@ —Laa® + Liga — Iz =0.

THEOREMA

Os invariantes do conjugado de 2 sfo respectivamente iguais aos invarian-

tes de ¢.
LEKg =14, LKa = La, LKg =Ia. 30

Com efeito, aplicando a identidade 29 ao operador K o resulta:

(Kz)3 — I, Kg (Kg)?2 + I?Kg (Kg) — I3 Kg = 0.

Aplicando K na expressio resultante vem:

KKag? — KLKaKa)?2 + KLKg(Kg — KL Kg = 0
ou
a3 — IlKa;r-’ + IzKao; — LLKeg = 0.

Comparando essa relacdo com 29 teremos as igualdades (30).

d) OPFERADOR RECIPROCO

Chama-se reciproco de um operador ¢ e se¢ designa com a expressio Rz,
a0 operador tal que sendo a e b dois vetores quaisquer resulta sempre a

igualdade:
Rag{a A D) = ga A gb. (31)

A relacio acima define pois o operador R, uma vez que independe de a e b.
O reciproco de um operador € uma operacio realisada entre operadores.

A cada operador z corresponde um operador reciproco Rg. Como efeito
dado um terno de vetores a b ¢ nfo coplanares resulta a expressio de cor-
respondéncia:

I ab A zc aC A ga &a A ab

Ra =
b Aae c A a anhb

perfeitamente definida. O operador R aplicado ao operador 5 di o seu recipro
R z. O operador R nido ¢ operador linear como podemos verificar. Aplicado ao

operador m da
R(m) = m2. (32)

Com efeito da definicdo resulta

BRm){a Ab =mannmb=m2aAab

ou
Em = m?2
vé-se facilmente que
Ru A = H (u, u} reciproco de um axial 33)
RH(a, b) = 0 reciproco de um DIADE (34)

O reeciproco de um diade é nulo.
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THEOREMA

Si o reciproce de um operador fér nulo o operador é um diade.
Com efeito para Ry = 0 resulta

Raf{aAnb =zangb=020.

Ora si 2a A a2b = 0 entdo xa é paralelo a b, isto é o operador y trans-
forma qualquer vetor em vetor paralelo ao vetor b, isto é um diade.

RECIPROCO DE UM QUOCIENTE

Para
8 —e AN
q = —az
resulta:
Rq = A14 162 — ge A + Hc o | (35)
Com efeito
1

=aq

[82aAb—pgapnicAb) —(cAa) Afb L (chAadn{ceAb|=

~—r{6faAb 9~ (@a.Obt@.Wetd.cra—(b.a)c] +[cable

1
Al

{aﬂa/\b—gc/\(a/\b)JrH{c,c)a/\b}
ou
1

Rq = Al

2 — dc A + Hie ©)].

THEOREMA

O reciproco de um produto de operadores é igual ao produto do reciproco de
cada operador na mesma ordem.

Sendo g e § dois operadores ¢ R o e R respectivamente os seus reciprocos
vemn:

R{xf) = RaR}. (36)
Com efeito pela definicio de reciprocos teremos:

RG(aAb =paABD.

Aplicando & ambos os membros o operador R teremos:

RaRf(a A D) = Ra(fja A BD)
on
RaRB(&Ab) :aﬁﬂ./\qﬁb:R(QsS) (a A b

donde
APLICAGCAO

Sendo m uma omotetia ¢ x um operador gualquer

R{(mf) = m*Rg.
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THEOREMA

O produto dos operadores K¢ e Ra é igual ao terceiro invariante de ®-

1 KgRy = Lq. 37

Com efeito por definigio de conjugado e de R poderemos escrever:

Ka{Ra(a/\b)}.ac:Rz(aAb).ac: 28 A gb.ge =
=I,zab A c.

Sendo a b e ¢ vetores quaisquer nioc complanares resulta
KaRg = Iu
vejamos agora que RaKoy = I, z.

Aplicando a esquerda e em ambos 0s membros da expressio 37 o operador
K y—! que igual (Kgz)—! vém

Kz 1Ky = Rg = Kq*llc‘g
ou
Ry =1, 2 Kg—!. 38
Aplicando na expressio acima e a direita o operador K 4, resulta

RayKg = LigKg 'Ky
ou
RaKg = Lig.

Podemos pois escrever:

KeRg =RygKg =1,¢. (39)

OPERADCR INVERSO

A expressdo 38 sendo geral qualquer que seja o operador g, poderemos nesta
expressio trocar g por K z resultando o seguinte:

RKg = LEKaK Kg—?

ou
RKg = Ligg-1 (40)
pois I, Ky = I, relagdo 30
e
KK =1.

Da expressao 40 sendo o terceiro invariante um escalar teremos:

RK
el = —p— (41)
3 &

que é a expressio gue nos di o operador z—1 inverso de um dado operador .

INVERSCO DO OPERADOR QUOCIENTE

Sendo

d—c A
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j& sabemos de 35 que

1
RKq = P—[aﬂ—ac/\+ﬂ(c,c)]

e de (15) sabemos gue
1
I;qa = F[B-* + drc?],

Donde
1 2
RK q —A,,—[G-—BCA—{—H(C,C)]
L I
? —A—ﬂ[03+902]
simplificando
2 — e A + Hie c)
—1 — A2 : .
1] = A B 1 g (42)
EXERCICIO
Seja
A=itj+k e B=2i+j—k
resulta
#f=A.B=2 A2=-3 ¢ = A AB= —21i4+3}—k ¢ = 14
B _ 2 -2i+3] -k
A~ 4= 3 +—~#3 A\

Aplicado o operador g ao vetor i resulta o vetor v

R e k) S
=S =

O operador inverso de q é dado pela férmula

1 _ 4—2c A+ Hlk 0
= 12

Aplicado éste aperador ac vetor v teremos o vetor i.
Pois por definicdo q—1v = 1

4 - 2¢c A + HIg ¢l
12

[4 —2c A 4+ Hie,e)]v = 121

4 v — 2c AV 4+ Hfe c]v = 12i.

Efetuando as operacdes

21— i3k _ Bi_—4j— 12K
4v = 4 3 = 3
—2oav= 22l pag kA (Bl =3k 2014 165 Bk

Hicelv=(c.me=(—2i 38—k . (F—1=35 )~ 2iv3)— k)=
_ 8i—12j 4 4K
- 3
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ou
8i —4j - 12k 4 201 + 16 4+ 8k n 8i—12j 44k _ 361 - 12i
3 3 3 3
2como queriamos mostrar.
Além disso

1y _ (A% —f6e A+ Hlc ¢ f + ¢ A
q lq_ ( 93+ fc2 )( AZ ): 1.
EXERCICIO

Vamos agora aplicar o quociente de dois vetores na resolucio de um circuito
elétrico.

PRELIMINAR

Vamos considerar vetores paralelos a um plano. Seja XY éste plano.

Neste caso o quociente vetorial —E—, em que

B = byi+ byj e A =a;l 4+ a,},
sera expresso por:

B bii+bj

A m =a; i+ 8§ . (byi+bsj) + (a1 +a,i) A (bl 4+ byj) A
ou
B

em que R e ¢ sAo dois escalares e k o vetor unitario normal ac plano XY .

OPERADOR Z
Chamando Z ao operador quociente teremos:

Z=R 4+ ckA. (43)

CONJUGADOQ
O conjugado do operador Z é:

KZ =R —ck A,

OPERADOR (ck) A

Para o operador {ck A)? teremos a seguinte relacio:

(ck A)2 = — ¢ 4+ Hick ck) = — ¢ + ¢2H (K, k). (44)

Com efeito aplicando éste operador a um vetor x teremos:
ek A)2Xx = ek A ek A X)) = — (ck.cklx + (ck.x)ck =

= -—¢2x + H(ck, ck) x
ou

(ck)2 = — ¢2 | H{ck, ck).



a6 REVISTA DO DEPARTAMENT(O DE AGUAS E ESGOTOS

Como porém vamos operar somente com vetores situados no plano XY, o
operador H (ck, ck) operando sébre qualquer vetor do plano da um vetor
nulo poderemos escrever

(ck A2 = — 2,

PRODUTO DO OPERADOR Z PELO SEU CONJUGADO

Sendo
Z =R +cka
e
KZ=R —c¢ckA
vém
ZkZ) —(R+ckA)(R—ckA)=R2—Rck A+ RekA—(ckA)2
ou

Z(EKZ) = R2 + c2.

.

Isto é o produto do operador Z pelo seu conjugado é um escalar,

OPERADOR INVERSO DE Z
- R 1
Da expressio Z—1Z = 1 vém Z-1 = 5 -

Sabemos gue o operador Z—! inverso do operador Z, € dado pela férmula

g1 _ 1 _ R*_RckA+Hickckp)
- R* | Re?

- Tz
anulando o térmo H (ck, ck) pelas razdes ja expostas vem:

Rz —Rck A

1
—_—1 —_ e =
27 = T TR} R

Ou, dividindo por R ambos os térmos vem:

Zw1——1-— R—ckan  K(R+ckAa
- % R2 + ¢2 - R2 4 €2
ou
1 KZ
—_1 —_- —_—
Z = = A2 (45)

1

Ora, podemos considerar a expressio (45) como oriunda da expresséo 7
na gual multiplicamos ambos os térmos por KZ.

Assim, sendo Z = R 4 ¢k A vem:

Da expressio

1 _ 1 (RHck/\ _ R —ckA
R+ckaAn  (R+ckp R—cknan /™  R: 4 e

z-1 =

vejamos agora o problema inverse. Dado o operador Z--1! achar o operador Z.

1 1 1 R2 4+ c2
-1 = — - = =
27l = gmovem 2 = 5y R_ckA E_ck A
R2 4 cZ
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Multiplicando amhos os membros por R + ¢k A vem:

_ R? + ¢2 R +cka y_ R24ec? i .
Z_(R-ﬂck)(R+ck/\)" RZ + c2 R+ckpn)=R+eckp.

APLICAGAO

Chamando E a forca electromotriz e I a intensidade da corrente, o quo-
ciente —]]i::— =—=Z =R +cka.

O operador Z é chamado impedancia do circuito.

Quando E é expresso em volts. e I em ampéres a impedincia é expressa
em ombhs.

A impedancia é composta de duas resisténcias, em que R € a resisténcia do
cireuito e ¢ a reatancia.

Da expressao acima tiramos
E =21
ou aplicando o operador Z—! em ambos os membros

Z-1E = Z-1721

Z-'E = 1.

No caso de varios ecircuitos em paralelos a impedancia é dada por

1 1 1 1
7T % T m T E

em que %, Z, Z; sio as impedancias de cada circuito.

Seja calcular o circuito elétrico abaixo.

21:3—5]{

| lﬁ

Z, =5+ 3k

Uma impedéancia Z, composta de 3 omhs de resisténcia e 5omhs de reatincia
condensativa esta em paralelo com uma bobina de 5 omhs de resisténcia e 3 omhs
de reatancia indutiva.

Em série com esta combinacho estd uma impedancia Z, de 2omhs de re-
sisténcia ¢ 9 omhs de reatancia indutiva. Se uma F.EM de 100 volts for esta-
belecido através do circuito qual € a corrente e qual a voliagem através cada
ramo?

Z, =3 — 5k A

E = 1001 22:5+3k/\

N
w
il

2 4+ 9k A.

1 1 1 1 1

7= t g, T 3 s5kAn T5L3A

4 — D.A.E.
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Porém
1 _ K@ -5kA) 3+ 5kn _ 1
3 —5k A 9+ 25 - 34 Zy
_ 1 _ KGB43kA _ 5—~—3kn 1
5 +3k A 25 + 9 - 34 = Z
3+5kA+5—3kn 8+ 2kp 1
34 - 34 =T
Logo
oM ME@+2kA) _ 8- 3k A _
2= 83 +2k A 64 + 4 = 5 = (4 — k A) omhs.

O circuito total serg
Z, = Z +Z3= 4 —KA) +(2+9kKA) = (64 8k A) omhs
donde sera

g1 . K6 4+8kA _ 6 —8KA

36 + 64 = T = ombs

A corrente total sera

6 — 8k A o . R .
100 (1001} = (61 — 8j) ampéres.

I, — Z'E =
A gueda de voltagem atravéz de Z, é
E, = Z,I, = (2 - 8k A) (61 — 8)) = (841 + 38)) volts,
A gueda de voltagem atravéz do circuito paralélo &
E, —E;, = 1001 — (841 + 38j)) = (161 — 38)) wvolts,

A corrente atravéz de Z, é

I, = Z,-1(E, — E,) = i”f—si—k—ﬁ— (161 — 38j) = (71 — J) ampéres.

A corrente atravéz Z, pode ser obtida por
L=I —1I = 6i—8)) — (Ti —J) = — ( + 7]} ampéres.

O diagrama vetorial é o da figura abaixo

[ I, = \/36 4+ 64 = 10 AMP,

J, = /49 + 1 VOLTS.



