Tubos Delgados de Grande Diametro
Sob Pressao Interna e Flexdo

Transversal =~
TEORIA EXATA

J. M. DE TOLEDO MALTA, FE, C.
Ex-Engenheiro - Chefe da Seccdo de Estudos e Projetos da R, A. E. (38 8. T.)

Nas adugea de dgua e nas instalagdes hidro elétricas é frequente o emprego de
tubos, possiveimente de concreto armado €, mais comuinente, de a¢o, nas condicdes
especificadas no titulo.

O edlenlo da resistencia de tais tubos, no sentide transversal, & assunto que ndo
estq bem esclarecido, segundo 58 ohserva nos tratados sobre a materia, os quais, até
onde aleanga a noticia que déles temoes, ou se niostram simplesmoente emissos, ou con-
tribuem para divulgar e manter idéias e nogdes nem sempre ¢« rretds e algumas vezes
erradas sobre esta importante questdo. Na verdade, nifio se trata de uma simples questio
de Resistencia dos Materidis mas, sim, de um problema de Estabilidade Elastiea dos
mais Oificeis & complexos. Colocando-o em seus verdadeirea ternios, encontrimos a
golugho que a seguir se apresenta, ignorando si outros, aqui ou alhures tenham che-
gado ou hic a resultado igual, ou semelhante, '

(Para abreviar o téxto, damos em anexo o formuliric das integriis, ndo ime-
diatas, que se apresentam na andlise, permitindo pronta verificacio).

(***) Publicado na “Engepharfa”, N.° 67, -Ano vI

e,
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BOLETIM DA REPARTICAO DE AGUAS E EsafTos

TUBO APOIADO SOBRE A GERATRIZ INFERIOR

Comprimento considerade [ = 1

Espessura (pequena) e
Raio do cireulo médio r
Peso da chapa gporareo =1
Peso do liquido X por drea — 1

Outras notagdes, de uso corrente, ou indicadas na figura.

| — Generalidades

1 = Determinagles das incognitas hiperestaticas

Sendo Mg o momento das cargas simétricas que atuam no arco ¢, a expressic
geral do momento flector na’ secqiic § (fig. 1) serd: .

M = Mp+ Hpr{l —coee) + My 1)
B8

[;[-ul—”r-
|

Fig. 2

Aplica-se o teorema de Castigliano (EJ = const.):

=L 7 ap A4 = T [x ydM
4 "2EJf_,,Md" ax = X~ gr] ¥ g™

dM

dle 1:

j;" Mdp = 0 @)

dM
by X= H, bug=20 m:r(l-cosq))

F Ml — cosp)dp = 0 e, em consequencia de (2):
e ) .

f“ Meospdyp = 0 (é)
0
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2 — Linha el4stica
O anel considera-se como arco, oujas duas extremidades sifo engastadas no ponto
4, separadas por um segmento infinitamente pequeno. Aplicando-se a forca radial X
na direcho determinada pelo dngulo ¢ surgem for¢as interfores V,, H,, M, o V. H,,
M, 4 direita e 4 esquerda do apoio 4, no qual provocam as reagbes Va4, Ha, M a
{Fig. 8).

_ 'VA
Fig. 3

Tomando-se para origem das coordenadas polares o eixo vertical OB, como no
parigrafo precedente, teremos na secgio B as forcas interiores V,, H, M, que se
elegem como incognitas hiperestdticas e em fun¢fio das quais podem ser escritas todas
as anteriormente mencionadas, da maneira seguinte:

Vie= ¥V, — Xsengp

e = 7,
= — H;y — Xeosop H, = — H,
M|=M0+2THQ+TXBGHT M2=Mo+2rHo
Va=Vye— Vi= Xseng
Hi=H, — H = Xcoso
Ma= M, — M;=rXsene

Satisfeitas as condi¢des de equilibrio estdtico, podemos, portanto, escrever os es-

forgos interiores em qualquer ponto do anél em fun¢dio de V,, H,, M,, bem como
as suay derivadas parciaia em rela¢fio a X.

[y
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BoOLETIM bA RErartiGio DE AGUAs E EseOTOS

Sendo, pois, Mx os momentos flectores provocados pela forga X, teremos:
a) metade direita

dMx

ax —°

T<<9 Mx= M, + Hr(l — cosz)

r=9 | Mx=M,+ Hy(l—cosz) + Xrsen(z — o)

| dMy

—g = Teen(z — 9)

b) metade esquerda

dMx
X

0<z<n Mxi= M,+ Hr(l —cos 1) =0

Resulta portanto, que as derivadas parciais de Mx em relacio a X s6 nfo sio
nulag no arco X A4, & direita.

Sia forga X atuando com as demais cargas (simétricas) se anula, teremos Mx = O
M bMx __
% =5 Mo se anulard em todos o8 pontos,
como seabamos de ver, Segue-se, pelo teorema de Castigliano, que o deslocamento do
ponto X no sentido radifl de dentro para fora, serd:

)
AX=—_" M — o)do 4
E‘qu, sent (z ?) (4)

e M como ma eq. {1); porem

Il — Peso Proprio do Tubo

Me=— gr,fqv (senp—senz) dz = — gr¥(pseng+cosp — 1)
o .
M=Mp+ rHp (1l — cosp) — grt(psenp + cosp — 1) ()
1% Condigfio: f * Mde = 0
0
=Mz + e = 0.

Donde
Mg + rHp = 0. 6y

2.*) Condicgo: f" Meospde = 0
0

— -%.—HB — —:—gr’ =0
Donde
Hpg = — kil
e pela (6):
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Substituindo esses valores na (5) vem:

M= %gr’ (2 — cosp — 2o seny) (N
. aM
A forga cortante é T — rdp
1
T = — - gr(2¢ cosp | seny) (8)
A forca normal é N = — Hgpcosy — groseng:
N =— -;— gr(2¢ seng — coap) »

I} — Peso do Liquido (isoladamente)
Bupde-se que o tubo estd cheio até a geratriz superior, sem outra presséio.

My = yr-"f: (L — cosz)sen{y — z)dr

Mg = %v’@ — 2¢089 — @ senyp)
M =Mp—rHgp(l—cosp)+ -%— vr3{2—2cosp—op seng) (10)

1% Condigao: f " Mde = 0
]

Mz + nrHp + %—Tr" =9

Donde

Mg + rHp = — —;—yﬁ (11)

2.2 Cendiglo: f’t Meodpdy = 0
14

P 3n s
T HB——TTY =0

Donde
Hp = — 2 rt
- - 4 T
E, pela (11}:
Mp = + -—:‘-—wa

Levados os valores supra a (10), resulta:

M= -1—1 {2 — cosp — 2¢seny) {12)



BOLETIM DA REPARTICAO pE AcUas E Escoros

Donde

7~ Y (29 cosp + seng) (13)
N = — - 1r*(4 — 20sene — c0s9)

IV — Tubo cheic

1. = Esforgos solicltantes, Mostram as f6rmulas (7) e (12) que o fator variavel

dos momentos é 0 mesmo tanto para o peso priprio como para o pesc liquido. Esta
propoereionalidade vae permitir que se englobem as duss partes numa inica férmula,

para o tubo cheio. Chamemos & ao peso do tnbo e @ ao seu conteiido liquido.

G = 2rnrg Q = rnriy
Donde
G Q
9= Far =Sy

nr

Substituindo estes valores nas (7} e (12), somandce-as membro a membro e pondo
G + Q@ = F, para o peso total do tubo cheio, obtem-se

Pr
Mp = ey (2 — cosp — 29 %eny) (14)

Donde tomando-se a derivada

aM
rdy

Tp = — -—:%(2? cosp 1 seng)

(15)

Quanto as forgas normais, por nio haver proporeionalidade. nfio é poasivel ex-
primi-las em fungfio de P

{29 sanp—cosp) G-H{4—2¢ seng — coup) Q@
Np = — yp

(16)
Compressiio = —

Tracio = +

Para Y9 seng + cosy = 2, temos o8 pontos de momento nulo

500 37/
Mp=0 ¢ =\ ue 19
Para 2¢ cosp + seng = 0 ou £gp = — 29, acham-se as sec¢des de momento md-
ximo ou minimo
oe max.
au =Tp=10 ¢m= { 105 15" min.
rde 1800 mix.

No quadro seguinte agrupam-sa o8 valores niimerieos dos coeficientes necessdrios
para o cdlenlo dos esforgos Mp, Tr @ Np, correspondentes a valores caracteristicos
do angulo p, em graus,

Mpr— K;PI‘ Tp= KzP Np= K3G+K‘Q
Na tigura 2 acha-se tragada a curva dos momentos de acordo com os dados supra.

———r

66



BoLETIM bA REPARTICAO DE AguUAs E Escdros

o° K= Mp: Pr Ky, = Tp: P Ky = Np: P K, =Ny
W + 00796 -0 — + (r0796 -+ 02388
43¢ ! — (0143 + 01444 — (70321 + 01737
500 37¢ -0 - - - —
90° - 00909 -+ 00796 — 02500 4 0-0684
106° 15 ! — 0°1015 — 00— — 0-3025 + 00576
1350 — 00496 — (1992 — 03208 + 01095
146° 197 -0 — - — —
180 + 02388 — 05000 — 0796 + 03988

2. — Sobre a férma do apdio. A teoria exposta presume que o tubo tem apdio
eontinuo sobre a geratriz inferior. Essa hipGtese jamaiz se realiza na pritica: 1o,
porque os suportes sdo dispostoa de distincia em distdncia, de modo que o tubo traba-
lha eomo viga-continua no sentido longitudial; 2.°, porque cada suporte é um bérgo de
ingulo central entre 300 60e, e nunea o simples cutélo ideado na teoria, Crémos ser a
primeira divergéncia, entretanto geralmente inadvertida, a que mais pode afetar os re-
sultados tedricos.” Quanto i segunda, parece ndio ter a importancia que alguns trata-
distas lhe tém atribuido. Em consequéneia do principio de Saint-Venant, a substituigio
da reacfio concentrada por outra distribuida, equivalente, somente nas prozimidades
da regifio alterada poderd modificar a distribui¢io dos esfor¢os internos e de maneira
apreciavel. ’

Pode-se admitir, portante, com razoavel aproximaciio, supondo-se que a extenséio
do bérgo é pequena em rela¢do ao circule: 1., que as reacles ai se distribuem uni-
formemente; 2.¢ que oa esforgos internos sdmente nessa extensfo se alteram, sendo os
érros, nas demais partes do drco, tambem pequenos ¢ tanto mais despreziveis quanto
mais elas se afastam do apdio. Isso pdsto a correcdo dos esforgos tedricos torna-se
questdo elementar, como se mostra na figura 4.

No ponto 4 a forga cortante serd zéro, em vez de Y, F. Portanto o momento
M4 serdi o M., dado pela teoria, menos a drea do tridngulo AT7'7:

My M, — —;—BrP

aproximadamente, considerando-se retilineo o {récho T7T' deo diagrama de forgas
cortantes.

3. ~ Deformagdes. Linha Eléstica. Passemos a aplicar a férmula (4) 20 caso
de solieitaghes expresso pela equagfio (14):

in BT

TAX:]‘:Q — ¢co8z — 2Zrsenz)sen (2 — @) de

Substituindo sen (z— p) = cos¢ senz—seny cosz, vem:

An BF
Pre

AX = cosvf“ (2 — cosz — 2xsen z)sen rdr —
?

— seny f T (2 — cosz — 2z senz)cnsrdz
P

* — Em outro artigo, caso o assunto desperte algum interesse, pretendemos
tratar desta questiio,
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BOLETIM pa REPARTIGAC DE AGUas E EscdTos

Feitas as integragdes resulta:

8n EJ
';*r,'AX-—*——wsemp—(u’—4—v‘)cosq’+4 (Lt

t—8 Py
Para ¢ =0| AX,= — ﬂ81r 5 (18)
Y : M
Tira-se da (18): ﬁ:; = ; 3 ; , relacfio que, levada & (17), permita eserever-
T 1]

se AX em funciio de AX,:

AX = 1‘:,A--%-[Qq) seng + (1?— 4 — 9 cosp — 4] (1%

/

8

i

1 i/zg Pl"
T I '
‘5P " L.
o 'A 1 2 a2 4
M
! | .
%gerP :
My Ma ‘ A’n
|
A

Fig. 4
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dAX

4o " teremos as seccoes onde AX passa por um

Igualando a zéro a derivada

méximo ou por um minimo.

00
Do = { 1120 40’ = 1,967 rad.
1800

A seguir damos alguns valores da relagdo AX/AX,:

' = 0" | 459 900 \1120 40! ‘ 135 1800
AX
— ", — ). — — 0 0
Az 1 | 0438 0.461 I 0638 I 481

Com o8 dados supra foi desenhada a linha eldstica da figura 5.

Fig. 5

Fomos obrigados a desenvolver esta parte preliminar, conquanto se trate de
matéria ji editada, por ser pega indispensavel do processc subsequente,

V — Press@o interna — Teoria Exata

1 — Secc¢do circular. Quando se aplica a um tubo de secgfio circular de espes-
gura ¢ @ raio r uma pressiio interna p, sabe-se que, sendo pequena a relagiio e/r, as
tensdes provocadas serdo de simples extensio uniformemente distribuida e igual a
p rle. Si essa pressdio for gerada por um liquido pesado, o tubo, suportado nas
condi¢des da fig. 1, serd solicitado, alem disso, pelos esforgos M, N, T, determinados
pela teoria precedente, donde decorrem outras tensdes, de cizalhamento e flexfic com-
posta. Quafs serdio, pois, as tensdes finais ¥

— Bi as alteragdes de f6rma forem tiio diminutas que ndo possam modifiear os
eaforgos internos, aplica-se o principio da superposigio, visto que as tensbes seriio
proporcionais as' deformag¢bes: é o que acontece, por exemplo, com os fubos de
cimento armado cuja malor espessura lhes confere grande rigidez. Quando, porem,
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a parede do tubo é tio delgada que suas deformagdes se tornam apreciaveis e até
visivels, j§ nio 88 pode aplicar ¢ mesme prineiple, uma vez que os esforgos internos-
siio alterados ¢ novos esforgos sfio provocados por essas préprias deformagBes|: € o
caso dos tubos de ago de grande diimetro, cuja rigidez é geralmente fraca, em
contrasto com sua grande resistencia. Neste caso, que constitie o objeto prineipal
deste estudo, ndo se trata mais de um problema de Resistencia dos Materiais. porem
de Estabilidade Eldstica.

2, Circulo deformado. Ji sabsmos que, referida a um eixo vertical ascendente,
com o pdlo no centro do circulo primitivo, a equagiio da linha eldstiea devida as car-
gas P {peso proprio e do contelido liquido) é p == » + AX, sendo AX as deforma-
¢Oes radidis, medidas positivamente de dentro para iéra, isto & quando representam
alongamonto do riio primitive # e pegativamente quando sdo de encurtamento.

No ponto B da geratriz superior, com ¢ = 0, temos determinado :

nt—8 Pr3
AXy = — =5 Vo34
Pondo-se, porem,
_ 3EJ
pc - r!

sendo p, a chamada pressdo critica de flambagem, vem:

x—8 e

AXy = — 8= P,

Alem disso, para qualquer outra geratrii tambem jé& foi eatabelecida 4 formula
geral :

AX = Jz?_i‘;s [29 seng + (x*— 4 — ¢?) cosg — 4] (19)

Bubmetendo-ge 0 tubo & pressiio interna p, essas deformacdes radidis sofremr
acréscimos A'X de modo que o alongamento final do réio serd AR == AX + A!X, e
a equaciio da nova linha eldstica se tornard p = » -+ AR. Buporemos, a seguir, que
essas deformagbes do tubo, tanto iniciais eomo finais, sio todas bastante pequenas para
gue se possam cancelar, sem erro apreciavel, os termos onde elas se apresantem no
2.0 grau,

A linha eldstica final tem na realidade a forma que se +vé na flgura 6 (A)
Entretanto, para evitar equivocos de sindis, imaginamos outra (B) da mesma familia,
na gual todos 08 AX e AR slo positivos, e sobre ela fundamos toda a2 analise subse-
quente.

Consideramos o tubo (vide figura 8 B} cortado pelo seu centro  por um plano
verticai, sendo a metade esquerda suprimida e substituida pelos esforgos de ligagfo.
Niio havendo eixo horizontal de simetria, o problema & duas vezes estiticamente in-
determinado, visto que as duas rea¢des horiZontais Ha e Hz, cuja soma é (2r4+AR,)p,
sfio diferentes. Chamamos Z a diferenca, para mais ou para menos, entre cada uma
delas e sou valor médio p(r -+ %, AR,) de modo que

AR,

Bupdmos a reagiio Z aplicada no ponto B do circulo original, rigidamente ligado-
a0 ponto correspondente B! do tubo em seu estado final. Oz momentos em B e B' sio
igudis a2 Mp, porguanto a pequena diferen¢a ZA R,, entre ambos, & do 2.2 griu sm A
e deve ser cancelada,

10
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A 7
B) PARA ANALISE

1
3
|

s

A) ASPECTO REAL

1 — Circule original. )
2 — Cfrenle deformado pelo pdso proprio ¢ da dgua (F)
3 — Linha ecldstica depois de aplicada a pressfio interna (P - p)
Fig. 6
Isso posto, escrevamos agora a expressio do momento flestor antagonista
M. na secgio genérica de angulo polar ¢

M. = Ms— Zr(l — cosy) —
AR())

— 2 {r + &) 1r + AR— (- + AR)cOSR] + Y pet.

O yallr da edrda ¢ é dado pela conheecida férmula trigonométrica :
=+ ARy + (r + AR~ 2(r + ARs) (r + AR)cose
Cancelados o8 termos do 2,0 griu em AR on AR,. obtem-se:

Y, = 2rt sen’ + 2rA R,sen? - 4 2rA R sent :22-

E, da mesma f6rma:
(r + A—R")[ + AR, — (r + AR)cosp} =
— 27t sen® - — 7AB, {1+ sen® 1) +

+ rAR cosq’“—fj— — sen? ——)

T
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Somando membro a membro as duas ultimas igusldades vem:

- (" + %)[r-}—AR., — (r + AR)cosq] 4 Yy = —

— rAR;cos? —g; 4 rAR

Portanto escreveremos:

M, = Mz ~ Zr(l — cosp) — prAR, cos‘—g- + prAR

3. ~— Esses momentos Me sf0 os que se manisfestam depois de estabelecido o
equilibrio eldstico. Sfo efeito das deformagdes AX e causa das deformagbes A:X, em
presenca da pressio interna,

Para determind-los nfio seria licito partir da linha eldstica p = r + AX e apli-
car o teorema de Castigliano para a determinacfio das incognitas Z e Ms. O resultado
seriz erroneo, porque esse famoso teorema presupde a proporcionalidade entre as de-
formacdes e as cargas exteriores que as produzem, hiptese nunca verificada quando
os esforgos interiores, provenientes da aplicaglio de tajs cargas, dependem das defor-
magdes produzidas, a# quais sio ignoradas. Si elas fossem oonhecidas o teorema seria
aplicavel, porquanto os esforgoa fnteriores siio uma fungiio da linha eldstiea, perfeita-
mente determinada. B o que acontece no easo da deformagiio eliptica do tubo, expressa
por certo achatamento e. A elipse deformada & uma outra elipse, de modo que nfo hd
sindo substituir e por s + Ae para se passar de uma linha eldstica para outra. No
caso presente, porem, nfio é isso 0 que zcontece: nfio um, somente mas todos os AX
se mudam em outros tantos AR, nfio mais de acordo com a primitiva fun¢io de ¢ que
os detinia (eq. 19) porem de acérdo com outra funglo, de férma dilerente e ainda
desconhecida. Para contornar esta dificuldade, tornando aplicavel o teorema de Cas-
tigliano, vamos supdr conhecida essa funco, sob e forma de série de Fourier, cujos
coefieientes serdio posteriormente determinados pela equagio AR = AXHAX,

Visto que AX, é dado, escreveremos:

AR =AX + A*X = AX,[B, + B,cosp +m:\:-Bm cos me)
m=2

Donde, com 9 = 6:

i o]
ARy = AXy 4+ A*X = AX, £ Bm
m=al

Substituindo esses valores na expressiio de M, resulta:
M. = Mp — Zr{1 — cosy) — praX,cos’ — %Bm-i—

-+ prAXy(Be + Bycosy + T Bmoos me}
2

Para achar Z e Mp temos as duas equagdes conhecidas:

fﬂqua:ﬂ e f"Mcoscpdqa:O
o fn

1.4 equag¢io 7
“Mp — ~Zr — —;—prAXo % Bm + aprAXyBy = 0
)]

Ms = Zr + _;_pmx.,i:m — prAX,B,

12
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2,* equac¢iio
o0
'%‘Zf'— '%Prﬁxo%Bn + %PTAXoBA = 0
Z=pAX,(— 2B, +°'30: Bw) = pAX, (B, — B, + ;z'Bm)

Mz =prAX, % Bam

Substituindo esses valores na ¢itima férmula de M, obtem-se, afinal:

M = prAX, an €08 my (20)

Desta equagio se tira Ms = prAX, 4 Bwm cos mn,
2
Porem, pels eatitica, My = Ms — 2 Zr, portanto:
M4 = prAXy (B, — By)
Comparando a8 duas expresses do valér de Ma, conclue-se que

B — By = T Boosmn
2
Donde

By = B, — E Bwm cos mn (21)

4., — Hstabelecida que foi a férmula dos momentos, podemos agora caloular a
deformag¢iio A'X por meio do teorema de Castigilano. Aplicando-se na secglio de
angulo ¢ uma forga radial X = 0 de dentro para fora, as derivadas parcidis dMjdX
gerfo nulas de zéro a ¢ & iguais 2 rsen(z — ) de p & =, Agora z &€ a variavel
independente e ¢ umsz constante.

Temos, segundo o processo ji exposto, eq. (4):

A’X=f; M. rsen(gJ— o) rdz

Ou, por outra férma:

M%E—I- = coaqaj‘Jt M, senz dx — seny fﬂls cosz dr
?

Efetuadas as integracdes, chega-se ao resultado seguinte :

AX.EJ ®  ¢os mn COSP | CO8 me
pri __AXO;-‘ mt — 1 B
Ponhamos porem,
B P
s 3
Teremos, entdo
3p @® GO/ MK COBP -I- COR MY
sy — _ B
ArX o AX.,.E 1 ”

13
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Como ja foi dito no item 3, a condi¢fio fundamental, a ser preenchida para a
validade das equag¢Ges supra, exprime-se pela igualdade AR = AX + A®X, Portanto,
suprimido o fatér comumn AX,, temos necessariamente:

Qpgenp+{-{a'—4—¢%) cosp—4
nt - §

o
By + By cosg + £ Bmcoamp=

3p 2 cosmncosy -i- COSme
— E 0] Bm
P 2 m* — 1

Mediante permitidas transposigbes de termos, a equagio supra pode ser posta
sob a forma seguinte:

o 3p
Bo -+ B’COS(P —+ ? [ L4 (—mi—:’ml)pc J B cos e —
3¢ seng+4-(n*—4 - p?)oomp—1 = 3p
o — E(—-—-——-——ms_”pc Bm coamrcosy

Pars abreviar, ponhamos

_ ot —
20 seng + (x* 4 9% cosy — F(o)

«t— 8
3 Ip4(mE—)p
1+ 3 P = L : S — fm
(m*— )p, (m* — 1)p,
{m =2, 8..%)
3p
{(m?— Up, ¥

A nitima equago serd entio:

By + Bycosg + foByc082¢... 4+ fm Bmeosmy... = F{9)—
—{¥y By ... + Wm Bm ...)c08 mncosp

. Muitiplicando-se ambos os membros desta equagho por cosme de e integrando-os
de zéro a =, todos os termos das séries se anularfio, excéto o que contem fm Bm,
para o qual

fncos‘mrpd(e: - .
0 2

Resulta portanto
2

afm

By =

jn Fip).cosme dy
)

O resuitado da operaclio serd diferemte quando se fizer m = 1. Neste ecaso
anular-se-fo todos os termos das duas séries excéto o3 gue contém cosp, para o3 quais

f B costpdp — —’2[-, obtendo-se o valdr de By:
)

2 1; ®
B = _,;'f F(p).cosp dyp — 22' I o3 s B
1]

Multiplicando-se, enfim, smbos os membros da equagdo por d9 e intregando de
zéro a =, anulam-se todos os termos das duas séries exeéto o que contem R,. cujo
valdr serd entfic:

t f=
By= — ["Fipde

T4
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Efetuando-se as integragbes indicadas nas trés ultimas equagdes e pondo-se em
lugar de fm ¢ Wy os seus valéres proprios, resultam as férmuias seguintes que deter-
minam os valores de todos os coeficientes B:

8 08 M P,
— 22
Bm = t—8 m!—1 3dp+4(m—1)p, 22)
_ -~ 33 ©  3pcos mn 23
B, = ga=sy ~ % @ —Dp, o" @)
B, = 0O (=2, 5...%) {24)

Substituindo se o valdér achado B, = 0 na eq. (31), acha-se tambem para B, o
valdr seguinte:

B, = Gzo By cosma (23a)
2

Igualando-se os dois valores de B, dados por (23) e, {23a), ¢ pondo-se em lugar
de Bwm o seu valér dado por 22, obtem-se o seguinte resultado: .

© t 4='—33
22 {mi— 1)! 3: + 8‘ + 15, e = 43 & (1350

Gragas 3 rapida convergencia da série supra, pode-se facilmente verificar a per-
feita exatiddo da igualdade obtida, provando-se, portanto, que sdio realmente identicos
os doiv valores de B,, férmulas 23 e 23a.

Caso particular : p — 0. Neste caso a formula 23 da:

4n? — 33

e

o~ 0°5775
Poren, quando p == 0, deve-se ter, evidentemente, ARy = AX,, ou AR/AX; = L.
Donde, em consequencia da equagio fundamental, que exprime A R em série de Fourijer :

o
Bi + §Bm =1
(p =0

Ora, sendo p = 0, a férmula (22) da

By = 8 COB M7
TR 8 (m— 1p
(p =0
Deduz-se portanto:
l__4'l'—33r_‘a‘t’—8; €08 M
B(x—8) 8 2 (m—1p
ou
© coams | 1 1 _ 2215 .,
H oyt T E e

A exatiddo deste resultado pode ser verificada com bastante facilidade.

Com a determinagiio dos coeficientes da série de Fourier o problema esta re-
golvido de maneira teuricamente perfeita, Alguns complementos sfo porem neeessérios
tendo-se em vista o cdleulo numérico, destinado aa aplicaghes praticas.

15
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5. Levando-se o valér achado de Bm & eq. (20) que dd M, & pondo-se em vez
AX, o seu valdr em fun¢io de F, obtem-se a {6rmula dessea momentos flectores am
série de Fourier:

®  cogme 3p
Me=— Price—D= Bprm—ip, ™
* Ponhameos
Ao = co8 mx Ip (24)
(m® — U= 3p + (M — L)p,
Pophamos tambem
A= —Il-
P,
Teremosa entio
@08 mn m== 3\ 25}
Am = (m?— I)x 3 + mP—1 @
me=2 8..%
P, B ~ gag A0 (26)
Bmi——a—pT m4m=448T .
w2, ... o
8 Am o ygegq _Am {27
‘-I-’mBm = !""—'8 "&’_1 = 13 44W—W_I.

m=2 8..=

Numéricamente a f0rmula dos momentos, em série, apresenta-se da seguinte
maneira : (*)

Pr 3p Pr 3p

Mﬁ = = '_3? 3p+3p6c’032"? + 8 sp_'_‘_dpcﬁﬁsstp--.
4 Preosmn 3p cos mp
’ (m* — 1)n Sp4+{m*—1)p, "
Simbélicamente
o
M= — PrZ Admcosmy (28)

. .. . Pr P . ~ N
(*) O primeiro termo da série supra é — S pFpe g8i a pressio fOsse ex

terna, em vez de interna, teriamos obtido: 4 -{:—t- pf_ 7

carfiter da pressfio critica, estabelecido pela teoria clissica da flambagem dcs tubos
scb pressiio externa; pois si f6r p =pe, o momento crescerd até o infinito, isto &, o
sompleto esmagamento serd certo e inevitavel, por menor que seja a deformactio inicial.

+ Confirma-se, portanto, o

18
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Vé-se que para cada valér da relagio A — pip, 08 coeficientes variam de ma-
neira diferente. Para se abranger todo o campo das aplicagdes & necessirio fazer
variar X de zéro ao infinito, a intervalos varidveis, de maneira tal que seja licito in-
terpolar para os valores intermedidrios. Conseguimos satisfazer z esta condi¢dio con-
siderando X = /0/0°30/0-60/1'0/1°5/2'0/3-0/4°0/5°0/7'0/100{ 0 /, valores para os qusis cal-
culimos o8 coeficientes até alcangar-se, na sexta casa deefmal, uma cifra menos que 5,

Procedendo-se dessa fdrma, os resultados obtidos sio bastantes corretos, pelo
menos até a terceira casa decimal, com aproximaciio mais que suficiente para o uso a
que 88 destinam. Infelizmente as séries siio pouco convergentes, tanto menos quanto
mator ¢ valér de A. Para h=co, somente com m = 179 se obtem Am < 0.000005,
Com X = 030 chega-se a0 mesmo limite com m —= 16.

Reunimos no quadro seguinte os resultados numéricos desses cdleulos, mediante
03 quais serd possivel resolver qualquer caso particular que se apresente na pritica.

o Ma (B, = 0) (B = 0)
\ = pjp P _ M 34 » o AR
¢ = % Am cosmn P Ty 0" B,=Z:23mcoum-r %Bm:ﬁ
2
l
0 0-0000 0:0000 . 05775 10000
03 00307 00218 . 0-4592 07780
06 00514 00341 i 0-3840 06387
10 00707 00447 | 03168 05172
15 00877 00528 j 02617 04194
2:0 0,1000 00380 : 0-2239 03537
30 1172 00641 01750 02707
40 0-1289 0-0875 0°1444 02201
50 01377 0-0697 01232 01856
7.0 0°1510 00724 00961 01424
100 01620 00745 00725 0'1059
oo 0-2388 00796 00000 0°0000

O quadro supra faz vér que a f6rma circular primitiva nfo se restabelece jamais,
por major que seja a presséio interna, pois apenas no limite, com p = ®, teremos
AR = 0 e toda a flexfo oriunda de P anulada por momentos antagovistas igudis e
contririos aos inicidis. Nem poderia ser de outra maneira, porquanto nio hé possibi-
lidade de momentos no circulo nem, tampouco, de se voltar ao circulo sem momentos,
Para pressGes limitadas, por grandes que sejam, oz momentos aptagonistas M, sfo
sempre mencres, em valér absoluto, do que os primitives Mp. A relacio Ma: Mz
igual a4 3 no limite p = «, (como no caso das cargas P) tende para 1 & medida que
a pressiio decrésce, de modo que a redugiio do momento na geratriz superior é sempre
maijor, relativamente, que na inferior, orde 0 momento é miaximo.

6. — Tensdes Findis. — Antes de ser posta em carga, uma tubulac¢ic pode fun-
cionar durante certo tempo sem pressio. A verificagiio das tensdes mAximas desdobra-
se em duae fases, por conseguinte:

Fase I — Tubo cheio sem pressfio: a¢fio isolada de P.
Fase II — Tubo chefo rob pressio interna: agio conjunta de P 4 p-

Basta considerar a sec¢do do apocio que é de todas a mais severamente solicitada.

A seguir designaremos por o, e o, as tensdes miximas caleuladas paraale.
II fases, e por o, a tensfio mdxima admissivel, em virtude de morma legal ou de

eapecificaciio.

T
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Sendo B o angulo central do bergoe de apoio, temos
o — Np 6 MP
1= e let
Pudemos por aproximadaments :
Mp &2 (00289 — 0125 B) Pr
Np 02%0P

Seja # = 07239 — 0°125p. Entdo teremos

_ 020P |, 8nPr
G = le + le?

T s - -
Para a Fase II, chamemos &k ao coeficiente igual a T Amcos mx que se encon-

tra no quadro numérieo, em frente ao correspondente valor de \ = p/p_ . Teremos

6 kPr r
91 = %1 __F'*‘P‘d—
Ou, sendo p = X p,:
6 &kPr

o)y = % —

-
et T NPeg

(29

Acurva & = f (A) desenhada na fig. 7 vaf servir, juniamente com as [drmu-
las supra, para se resolverem com facilidade diversos problemas de verificagio de
tensdes finais.

1.° Problema — Para um tubo dado, achar a pressiio p, abaixo da qual o;; se
conserva menor ouw, no miximo igual a o

Solupdo — A equagdio (29) fornece a condiglio

\ p r _ 6EP-r

let
k lep
Ou —_— [
X = 6P
) ko _ le
No limite —;\T = E'T,pc

Mareando no diagrama da fig. 7 o ponto

(r=1, k_é%, .)

< ligando-o 4 origem por uma linha réta, a interseceio desta com a curvadard )\, e &, .
Qualquer press@io inferior a py = o p, nfio fard sinfio reduzir as tenzdes da fase I
No limite, eom p =

= py, 4 tensiio mixima inicial serd restabelecida

2° Problema — Para um tubo dado achar a médzima pressiio p, que se lhe pode
aplicar sem qae seja excedida a tensfio méxima admissivel 6a.

Solugdo --- As férmulas precedentes de o e oy dio

6 kPr r _
7 R
le et
ou kS gppit — (00— o) 570
.. le let
No limite k GPpc (aa—dl)"m'
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A
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| 1
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e ‘
Ao Af,___l
Fig. 7

Vése que sendo o — o, este problema se confunde com o -primeiro. Medindo-
i
se na origem uma ordenada negativa (ds — o) {% @ tragando por sua extremidade

uma paraléla 4 reta do problema anterior, teremos determinado na intersecciio com a
curva 08 valores procurados de &, e A,. Donde p, = ), pe.

Bi, para um tubo dado qualquer, fazendo variar a pressio interna, calcularmos
o8 valores correspondentes da tensfio méxima o), ¢ si traduzirmos os resultados
num grifico, obteremos sempre uma curva semelhante & que se vé na figura 8, A I-
nha réta OM ropresenta a varidciio das tensdes de tragio simples que seriam provo-
cadas pela pressio interna no tubo de seccfio circular perfeita, Ora a teoria exposta
demonstra que no limite, com p — o, desaparecem todas as deformagdes primitiva-
mente ccasionadas pelo peso do tubo cheic e, com élas, todas as solicitagdes de fiexdio;
de modo que ficam atuando, afinal, precisamente aguelas tragbes simples, e uricamen-
te élag. Deduz-se, portanto, que OM é um assintota da curva oy.

A conclusdio final a que nos leva esta rigorosa andlise é simplicissima: um tubo
capaz de resistir isoladamente & pressio interna (sem flexdes) @ ao seu peso, cheio,
{sem pressio)} pode, até certo limite resistir com folga & soma dessas duas solicitagdes.
O interresse pritico da questdo reside justamente no proveito econdmico que dessa
folga seja posivel tirar-se, nos casos concretos,

19
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lpe 20 3R 4p P
Fig. 8

Examinando-se a figura 8 nofa-se a reta pontilhada OG, paraléla a OM. Essa
linha representd o que seriam as variagles de o) si as tensdes de flexfio composta (Py

e de tragio simples (p), fossem simplesmente superpostas, como ainda existe quem faga,
2ub auloritate magisiri. A simples inspegfo dos tragos patentéia a enormidade do
arro que pode resultar desse ingidnuo processo.

Formulario Auxiliar Anexo

Integrais de fungdes circulares que s= apresentam nesta endlice.

l.fquenq,d&p = — gcosy + senp + ¢
2.ftpsempuostpd? = — 2? 0082?8“ son 79 4 e
3.fq:costpd9 . = pseny -+ cosp 4 ¢
qu?sen’q:dq: - 2ot — 29 se:;‘zq: ~— ¢08 29 +e
5. fep.cos’tp do _ 2+ ser; 29 -+ cos 29 +
6.]@'(-,039 de =  9p'senp+ 2o cory —28eny + ¢
7.f?'senq’dqr = — 9cos9 4 Lo seny + 2cosp -+ e
S.f?, costody = __‘1;1 n ¢* sen 2¢ 4+ 9 co8 29 _
| __men 29 + e
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9. f osen'e dy = 3;_ _ 9tsenZp -4*' 9 cos 29
. sen 2
+ =3 ¥ re

10. f?’senq’costvdu =

+ 0032@) + ¢

L
T (—?‘0052?+2qasen2tp +

A meguir: m = numero inteiro e m; == 2

11. f geny. senmedp —
12. j :sen!p. cosmedy =
13. j cosp sen mopdo —
14, f €089 cos mode =

15. [tp seny cos myp dp —

+

4

16. f ¢ CO8y sen me de =

+

-—m 8en9 cO8 Mo - cosp senmy

mr — 1

m seny sen me -+ COsSQ COS Me

mt — |

— m GOBP COB M —EEN§ Ben MY

m: — 1

M COSYP BEN MP — SONQ CO8 Mg

mt — |

—m

!
- m—,_—_—lfcow cosmode +

o {m seny sen my + COSP COS MQ)

mt—1 *
m COSQ 8eén Mm@ — 88Ny cos mo
mt—1 te
m
pret R f cose cos me d¢ +

2m
mt — 1

+ fq: 8enQ cos my de —

pons S | f senyp sen me dp —

@ (m cosp cos m9 -} seny sen my) +

m'—1
M 88N COS MP — COSP SN Mp
mt—1

17. f P2 cosp coB M dp =

+ ¢

__ p*{m cosp 8en mp — sene cos mo)

m?—1
2

"
— quicos@sen me dy +

2
+ qusenceosmdq + e

18. f 7t seny sed mp dy =

__ 9*{— mseng cos my 4 cosp sen Mme)

mt — 1
2m f sen 8 d
+ 1 | peenycos mpde

2
m:— 1

f:pcosq)senmtpd@ + ¢
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