METODO DE RESOLUGAQ

METODO DE RESOLUCAO DOS
ESCOAMENTOS EM REGIME
TRANSITORIO

ABSTRACT
WATER HAMMER ANALYSIS

A new form for the characteristic equa-
tions has been used in solving transient
flows. Based on this presentation, equations
were developed to determine the unknown
variables at intermediate sections and at the
line end sections, the latter depending on
the type of boundary conditions, such as
constant level reservoir, simple junctions,
complex junctions, and parallel centrifugal
pump installations.

INTRODUGAO

Desde o advento do computador digital,
em 1960, os métodos de calculo numérico
foram sendo aperféigoados para a solugao
mais precisa, porém expedita dos proble-
mas de golpe de ariete em canalizagoes
for¢adas.

Neste artigo, emprega-se um método de
céalculo numérico cujos fundamentos séo as
equagoes caracteristicas, obtidas pelo mé-
todo das caracteristicas, mas conveniente-
mente rearranjadas pela introdugdo de duas
fungdes auxiliares 2 e n que simplificam os
célculos e reduzem o nimero de operagdes
matematicas (1), {2).

As equagbes caracteristicas e demais
equagdes resultantes sdo aqui redigidas na
forma julgada apropriada para fins de com-
putacao por meio de computadores digitais.
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O manuseio dessas equagdes € mostrado
primeiramente para a pesquisa da solugao
nas secoes internas de um conduto e depois
para a obtencdo de diversas condigbes de
contornc que soem ocorrer em instalagoes
de grande porte.

FUNDAMENTOS DO,METODO DAS CA-
RACTERISTICAS

O escoamento em regime transitério nos
condutos cilindricos é regido por duas
equacdes diferenciais de derivadas par-
ciais, sendo que uma delas é valida em to-
dos os pontos da curva plana de equagao
dx/dt = +a,, € a outra é valida em todos os
pontos da curva plana de equagdo dx/dt
= —a,, a saber (3):
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As curvas representativas no plano (x, t}
da Eq. (ll} sdo segmentos de reta de coefi-
ciente angular positivo dado por @tiax) =
1/a, onde At & o tempo necessario para a
onda de celeridade a, percorrer o trecho do
conduto de comprimento Ax no sentido posi-
tivo. A Eqg. (1) é valida ao longo de cada um
destes segmentos de reta. Seja A\B, um des-
tes segmentos. Se Qfa, A, t,) e H{a, A t,) sao
as variaveis reinantes no ponto A, (que re-
presenta a se¢ao A do conduto a no instante
t,=4t) e Q(a, B, t,), H{a, B, t,) sAo as mes-
mas variaveis no ponto B, {que representa a
se¢ao B do conduto a no instante t, = 24t), a
Eq. {I) pode ser convertida na seguinte rela-
c&0 entre as mencionadas variaveis:

C* aBt) = 2aAt) — i(aAt)Mt (V)

onde

2{a,B,t,) = a(a) H(a,B,t,) + Qf(a,B.t,;}.

(Via)

2(aAtL) = afa) HaAL) + Q@A) (Vib)

(@AL) fla, At} |Q(a At,) FQ Vic)

Nan# WA c
D@ Sla) | @Al

De modo analogo se conclui que as
curvas caracteristicas C~ sdo validas no
plano {x,t}, ao longo de segmentos de reta
de coeficiente.  angular negativo
@tidx=-1/a;). Ao longo da curva C,B,, por
exemplo, a Eqg. (I} se converte em

C™: m(a,Bt)) = =(a,Ct,) + i(a.C.1,t
onde vih
n{a,Bt,) = a(a) H(a,Bt,) ~
— Q(a,Bt,). (Vitla)

m{a,Ct) = a(a) H@E@CtL) — Qacl.t,),
(VIllb)
_ f(a,Ct,) |Q@C,th
i{a,Ct)) = Qa,Ct,)
2D(a) S{a}
(Vllic)
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As Eqs. (V), (vB), (VID), (VIIl} determinam,
conjuntamente, as variaveis (Q,H) nas diver-
sas segdes do conduto em um dado instante
t quando essas variaveis sdo conhecidas no
instante anterior t4t. Com efeito, as Eqgs. (V1)
e (VIII) fornecem £2(a AL}, i{a,AL). r(a,Ct)e
{a,C,t,). Com estes elementos as Egs. (V} e
(VIl) fornecem £2{a,B.t;,) e r(a.Bt,). Das Egs.
(V1) e (VIll) tiram-se, finalmente:

Hia, B, t,) = Ha B b)+n@ B t) (IX)
-2a(a)
Q(a, B, t,) = 2(a, B. 1, )z-zr(a, B, t) -

CONDICOES DE CONTORNO

_Em cada seg¢ao extrema do conduto,
apenas uma das variaveis, 2 oun, é conhe-
cida em cada instante. Na segao de jusante
& conhecida a funcao £2 e na segao de mon-
tante é conhecida a fungdo n. Obtém-se a
funcao incognita, £ our, a ser utilizada para
a execucgao dos cdlculos subsegientes, fa-
zendo intervir, conjuntamente, a fungdo co-
nhecida 2 ouxn e as equagdes que regem o
escoamento em regime permanente na es-
trutura & qual o conduto se acha canectado.
Este procedimento é a seguir descrito para
as diversas estruturas indicadas nas Figs. 2
a’t.

ESTRUTURA E1. A Fig. 2 mostra um reserva-
torio a nivel constante e sem perda de carga
singular na conexfoc do reservatorio com o
conduto. Admitindo que o esccamento se
realiza no sentido positivo, atribuido ao eixo
dos x, a vazao é positiva e a fungao £ & co-
nhecida na secgéo extrema A do conduto a;

a,At) = ala) Ha At) +
+ Qfa,Al) = a(a)z + Q(a,Al)
(X1)

onde H(a,At) = z & a cota geométrica da
superficie livre do liquido no reservatério. A
Eq. (XI) pode resolver-se em relagao a Q(a,
A, 1) j4 que £2 é conhecido e z € dado. A Eq.
(IX) fornece o valor de = necessario para a
execugao dos calculos subseqlentes:

n(a,At)= 2a(a)z — (@A) (X1
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ESTRUTURA E2. E a mesma estrutura Et
com a diferenga de que o sentido positivo
atribuidc ao eixo dos x e o sentido da vazac
sao inversos aos adotados anteriormente.
Obtém-se

RaAt) = 2a(a)z - =r(aAl) {Xill)
onde, agora, n (a,A.t) &€ conhecido.

cat i i ul

a S o e x-o5

FIGURA 1. Diagra na no plano (x1). O exo do conduto de com-
pnmento L ¢ o exo dos xde O al

o {0)

<

FIGURA 2. Reservaldng a nivel constante (ESTRUTURA E1)

&

A
~J

Figura 3. Reservatério a nivel constante com perda de carga
{ESTRUTURA EJ)
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ESTRUTURA'ES. A Fig. 3 mostra um reserva-
tério a nivel constante e com perda de carga,
singular na conexao do reservatdrio com o
gonduto. Admitindo que ¢ escoamento se
realiza no sentido positivo do eixo dos x,
obtém-se:

R(a At) = a(a) H{a,At) + Qa,At) (XIV)

A perda de carga entre a se¢cao A e 0
nivel do reservatédrio € dada por:

HiaAt— z= kQ(aAl) (XV)

Eliminando H{a,A ) entre as Egs. (XIV) e
(XV) vem:

O(a,A‘t)z -1 1
- + —_
2ka(a) 2
N 4 Q(aAl !
T A
\/(ka(a)) t e

(XV1)

e Q(a,At) > 0 se (aAt/a(@>z.

Se o sentido do escoamento & inverso
ac indicado obtém-se;

Q{a,At) =
1 1
“Okala) 2
1 ., 4 @At
\[a(a)k) txo@ T ala) )

(XVII)

e Q(a,Al) < 0sez> 2(aA, t)ala)

Nestas condicdes, a carga em A & ob-
tida de (V1)
2{a,At)~ Qa,Al)

H(a‘A‘t) = ala)

(XVIIT)

e o valor der necessario para execugao dos
célculos subseglientes & obtido de (X):

z(@a Al = 2aAh)— 2Q(@At)
(XIX)
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ESTRUTURA E4. A Fig. 4 representa um en-
troncamento Z, sem manobra de valvulas e
sem proximidades de reservatdrios. Admi-
tindo que o escoamento se realiza no sen-
tido positivo do eixo dos x, obtém-se:

2(b,.Z,t) = a(b) H{b,Z.t) + Q(b,Z.}
z(c.Zt) = a(c) H{c,Z.t)— Q(c,Z.1)

2(d,Z,t) = a(d) H{d,Zt) + Q(d,Z.1)

2(a.Zt) = ef@) H@Zt + Qa.Z.t) (XX)

Somando membro a membro estas
equagbes, convencionando positivas as
vazdes quando o sentido do escoamento &
do conduto (ou do exterior) para o0 né e
tendo presente a equagao da continuidade

no no, vem:
YRx)=HEZ tZa— QZ t)
E!?gdte)___ Z(2m)+ Q1Y) (XXI)

Za FIGURA 8. Reservatdric a nivel constante tipo E2 proximo a en-
troncamento (ESTRUTURA EB).

FIGURA 7. instatagio tipo de grupo motc-oomba em paralelo.
(ESTRUTURA E7).

Na Eq. (XX} Q(Z, t) é positivo quando o

FIGURA 4. Entroncarar e < rrles (ESTRUTURA E4) escoamento é dirigido do exterior para 0 nd
e H(Z, t) = H{a,Z,t) = H(b,Zt) = H(c.Z1) =
= H(d,Z.}).

Com a carga no né calculada pela Eq.
(XXN), calculam-se, agora, nas se¢des conti-
guas ao no, as vazdes pelas Egs. (XX) e os
valores de 2 e de r, necessarios para 0s
céculos subseqglentes, pela Eq. (IX).

ESTRUTURA ES5. A Fig. 5 mostra um entron-
camento Z com manobra de valvula entre o
nd e uma secdo A contigua ao ng, porém,
sem proximidades de reservatorios. Admi-
tindo que a vazao em A € positiva porgue o
escoamento concorre ao nd Z, e orientando
o eixo dos x positivo no sentido de A para Z
tem-se da Eg. (XXI):

FIGURA 5. Entroncamento com mancbra de valvula (ESTRU- Q2 th=Qla Z )= H(Z 1) 2 a—3{f2x)
TURA ES) (XX
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Por outro lado, a descarga através da
valvula obedece a uma lei do tipo:

QaAt=C,S,V 2g(H(a A t)— HZ 1)
ou
Qa. Al = )/ Ha,At) — HZ t}

(XXINN)

onde

:CdSvlf 29

Além disso, a vazao Q(a, A, t) esta rela-
cionada a fungéo 2(a, A, t) por:

2(a,At) = a(a) H{a At) + Qa,At)
(XXIV)

Eliminando H(a,At) e H(Zt) entre as
Egs. (XXI), (XXIII), (XXIV} resulta:

2 1
Q (a,A,t) +n (G(a) + -_"') O(a,A,t) +
+ m{30n) _ g2 (aAt)) —0
a a (a)

Desta equacgao interessa a solugao positiva

»

Al) =~ n 1 1_
Qfa,Al) > { e + Za)+
] o1 1 ., R@Ab, 3 () '
+‘E" n{a(a) +};a)+4n( @ (a) ) sa )
(XXV)
e QaAt > 0se
Q(a,At)a(@) >32x) Sa (XXVI)
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Se 0 escoamento resultar em sentido
contrario ao admitido anteriormente, vem,

l"l(‘[

Qa,At)= 2 2@

+ Ea)—

_1_% R R (L I

5 L/nd ()+Z)+4n(£a a(a))
(XXVII)

e Q(a,At) < 0se

0 Z(S2m)

2@ " e (XXVIII)

O. procecimento & entdo o seguinte:
comparar f2/a(a) com Z (2x)/ Za; usar a
Eq. (XXV) se se verificar (XXVI) e usar a Eq.
(XXVI) se se verificar (XXVII1). Desse modo,
evita-se a possibilidade de se extrair a raiz
quadrada de um nUmerc negativo. A carga
H(Z, t) é obtida de (XXI), donde, nas segoes
contiguas ao nd, as vazdes, que se calculam
por (XX), e os valores de n e de §2 que se
calculam por {IX).

ESTRUTURA EB. A Fig. 6 mostra um entron-
camento Z com perda de carga singular
entre um nd e um reservatbrio que the é pro-
ximo. Admitindo que ¢ escoamento se da no
sentido reservatéric — nd Z, a vazao Q(Z1) é
positiva € é tal que:

QZ(Z.t):% (z- HZ )=

=|—=

L (2x)+ QZt)
Za

(-

A solugao positiva desta equagao é

Q(Z,t)z.._%_ k; +
a

i
= \ s (2
2 W‘ )‘+—4~(z—————-—"'(. x) )
kI a K Na
e
QZtY)> 0 se
z>X(2nr)

Na

-
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Se o escoamento se dé em sentido con-
trario ao admitido anteriormente, i.&, no sen-
tido nd — reservatorio, resulta;

e entao Q(Z1) < O se
< 2 (Rn)y

Para a execugao dos calculos
procede-se de acorde com o instruido para
a estrutura tipo E5.

ESTRUTURA E7. A Fig. 7 mostra o arranjo de
2= 3 grupos mote-bombas centrifugas ope-
rando em paralelc entre as duas segdes de
entrada e-e e de saida s-s. Uma interrupcao
brusca da energia para °}, das ' unidades
que formam a instalagao, enquanto que as
©*, restantes permanecem operando nor-
malmente, faz com que surjam os transitd-
rios cujas conseqiiéncias precisam ser de-
vidamente apuradas.

A redugido em relagao ao tempo, em
cada instante, da velocidade anguiar do ro-
tor de cada bomba é acompanhada, na ca-
nalizagao de recalque, de propagagac de
ondas de depress&o para jusante e de on-
das de compressao para montante. Essa re-
dugao é dada por:

o AN _ M
dt I

A solugdo da Eq. (XXIX) requer o co-
nhecimento das curvas caracteristicas da
bomba gue sdo 0 momento M e a carga ma-
nométrica Hm em fungao da vazao Q e da
freqiiéncia N do movimento de rotagao do
rotor. As curvas caracteristicas da bomba
podem ser locadas usando varidveis adi-
mensionais do tipo introduzidas por Kit-
tredge (4). Analiticamente, cada arco ele-
mentar dessas curvas pode ser assimitado a
segmentos de reta de equagao.

(XXIX)

h g m g
— =3 + & — . — =Db, +b —
n n n n
ou por (XXX)
h
— =a+a — - -T- = b+ b, L
a q Q
(XXX
66

onde h= H/Hn. m= MM n=N/N, eq=
QQ,; Ha . M, N, e O representam
respectivamente, a carga manométrica, o]
conjugado, a freqliéncia, e a vazao no ponto
de maximo rendimento da bomba.

A Eqg. (XXIX), tendo presente (XXX), se
converte em:

dn _ Mn

— m(n.q)
dt lw,

(XXXIT)

onde m{n. q) ¢ o adimensional dado por
(XXX} ou por {XXXi).

Admitindo o sentido positivo do es-
coamento conforme estabelecido na Fig. 7

tem-se, nas segdes e-e e $-5, respectiva-
mente:

.Qe:aeHe +Oe (OCKINTY
T=a HS - Q s (XXXIV)

Indicando com o indice 1 as variaveis
gue se referem aos grupos moto-bomba que
sofrem variagao de fregiléncia com o tempo
e com o indice 2 as variaveis que se referem
ao0s grupos moto-bomba que permanecem
em operagao normal, escrevem-se as
equagdes da continuidade e de Bernoulli,
para cada caso, cOmo segue:

Qe=0Qs = Q (XXXV)

\) |Q| +\,‘:Oz = O _1 (XXXV')

He —Hg = —Hm, 4+ L 1Q,1Q, (XXXVII)
2

Hy - H5 ==-Hm + ko |Q2IQ2 {(XXXVIN)

onden=Cy S, VEg

Das equagbes (XXX}, (XXXUI) a (XXXV),
(XXXVI} e (XXXVI) resulta:

.Qe—an_ Trs'f'QnCl_ _

a a
e S

Q

\ hOva+ )

—H ala oix
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e-Qng _ mst+ Qng
o

e as

-H

Nz

hy(a) + ks Qn o] @ (XL)

onde h, e h, sao dados por (XXX) ou por
{(XXXI).

As equagbes (XXXII), (XXXVI), (XXXIX),
{XL) resolvem-se pelo método de Runge-
Kutta de 2.2 ordem como segue: Se (7T, | §,)
representam valores conhecidos de {n,q,)
no inicio do tntervalo de tempo seguinte at,
um novo valor, porem aproximado, de n,
pode ser obtido de (XXXI1):

ﬁ, =n—At N n

lw,,
_ Os corregpondentes valores de T, =
Q,/Q,. & = Q/IQ,, § = Q/Q acham-se por
interacao das Egs. (XXXVI), (XXXIX), (XL)
como segue: com (A, §) a (XXXIX) fornece
um valor aproximado de Q e com este valor
a (XL) fornece pelo método da bisecao um
valor aproximado de Q,. Com os valores as-
sim obtidos para Q e @, a (XXXVI) fornece
um outro valor para Q, com o qual se repete
o procedimento acima descrito, até a con-
vergéncia. Com (R, 8,) a (34) fornece um
nove valor para n,. O valor médio deste (il-
timo valor e daguele anteriormente encon-
trado () representa o valor procurado de n,
de maior aproximagao. Os novos correspon-
dentes valores de Q,, Q, e Q s&o reavalia-
dos pelo processo interativo acima descrito.
Com os valores de n e das vazdes assim de-
terminadas os coeficientes das Egs. (XXX) e
(XXX|) sao agora verificados. Se houver dife-
rengas entre os adotados e os recalculados,
novos valores s&o entaoc assumidos e os
processos de célculo acima descritos sao
repetidos.

m, (7.3, (XL1)

RESUMO

Uma nova forma das equacgdes caracte-
risticas foi utilizada para a solugio dos es-
coamentos em regime transitdrio. Com base
nesta nova apresentacao, obtiveram-se as
equagbes que determinam as variaveis in-
cégnitas em cada se¢ao interna e nas se-
gcbes extremas de cada conduto, estas (lti-
mas decorrentes de diversos tipos de con-
digdes de contorno, coma, por exemplo, re-
servatdrio a nivel constante, entroncamento
simples de conduto, entroncamentos com-
plexos e instalacdo de bombas centrifugas
em paralelo.
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SIMBOL.OGIA

Q(a,A.t} vazao na segao A de conduto a e
no instante t.

H(a,At) carga piezométrica na segao A do
conduto a e no instante t.

a_ {(a) celeridade de propagagao da per-
turbagac no conduto a.

S(a) area da se¢ao transversal do con-
duto a.

Hm carga manométrica.

fa,A,1) coeficiente de perda de carga dis-
tribuida na se¢ao A do conduto a no
instante t.

- D(a) diametro da seg¢ao do conduto a.

t variavel tempo.

X,Z variavel abcissa e cota, respecti-
vamente.

k coeficiente de perda de carga sin-
gular.

Cy coeficiente de descarga da valvula.

Sy area da se¢ao de abertura da val-
vula.

| momento polar de inércia das pe-
cas girantes no interior da bomba.

M momento das forgas externas exer-
cidas sobre o rotor da bomba.

N frequéncia do movimento de rota-
¢ao do rotor da bomba.

n indice que indica o vator da varia-
vel para a condig@o de maximo ren-
dimento da bomba.

n freqiiéncia adimensional.
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